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SUPPLEMENTUM I 


4D TOM. I. CAÁP. Il. 
DE 
INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFERENTIALIUM 
IRRATIONALIUM. 





1.) De integratione formularum differentialium ir- 
rationalium. |» Zcta z4cademiae Scientiar. Pe- 
tropolitanae. Tom.IV.. ParsI. Pag. 4 — 31. 


Problema 41. 


$. 14. Si functio X praeter ipsam variabilem x etiam for- 
mulam irrationalem s—y (a-1- bz) involvat : ita tamen, ut X 
sit functio rationalis binarum quantitatum: z et s, formulam 
differentialem. Xàx ab irrationalitate liberare. 


Solutio. 


Cum irrationalitas tantum in formula s — y/ (a -j- bx) insit, 
hanc tantum it& per idoneam substitutionem tolli oportet, ut inde 
valor ipsius z non fiat irrationalis. — Hoc autem praestabitur, po- 
nendo a--bà——2z, ut fiat s——z et x— "^ , hineque Qz— 202; 
quibus valoribus substitutis, tota formula differentialis XO ad ra- 
tionalem, novam variabilem z complectens, perducitur. 

1 *. 


4 SUPPLEMENTUM I. 


Exemplum 1. 
$ 2. 8i fuerit 0y — rii. seu ày—?s, posito 
y (a--bz)-—z, fet 0y— $02, et integrando y—!, unde 


facta substitutione colligitur y — i y (a 4- bz) 4- C. 


Exemplum 2. 
$ 3. Si fuerit 9y — 0x y (a-]- bz) — sOx, sumto 
y (a 3-bx)-— 2, erit Qy — zz — P zz0z, wnde integrando fit 
y—g 2, et facta substitutione prodit N 
— ju bzmxiÓ- c. 
Quod integrale si debeat evanescere facto x — 0, fiet 
c m Gs 
— MM —sb , 
ideoque 
—. 2 (a 4- bxy — 2aya 
— 3b ' 


Exemplum 8. 
$ 4. 8i fuerit 9y — ym facta substitutione 
y (a 4- bz) —z, erit 
] LL. 2(us—— 4)8z |. Psz)z — 2o0m 
Qy — Ug cC7UU« 
unde fit integrando 
y -— 35 2 — Hs 4- €, 
et facta restitutione . 
y — jua -- bx! — $$ y (a 4- bx) 4- C 
cem dis — a 2C. 
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Exemplum 4. 


PES 
y (a -i- 02) — 2, erit 9y— 9; quae formula porro ob às — im 
abit in ay — $2, qua integrata fit jj — — ko Seu facta restitu- 


$. 5. Si fuerit Qy — facta substitutione 


tione, y—;$yGdusd- C. Ubi notetur, pro C sumi debere Pi 
. casu quo integrale evanescere debeat facto x — 0. 


Problema 2. 


$. 6. 55i fuerit X functio quaecunque rationalis binarum 
quantitatum x» et s, existente s—— y (a-|- bx), formulam diffe- 
rentialem. Xàx ab irrationalitate liberare. 


Solutio. 
Ponatur j/(a--bz)—c 2, ut sit s —z, erit a4- bz — z?, 
hinceque z — eI et Ox — ELP 3 quibus valoribus eubstitutis 


tota formula fiet rationalis. 


Exemplum 41. 


$. 7. Si fuerit 
y — vL t 
y a 3- b») s 
posito $/ (a -]- bz) —z et substituto valore hinc nato 
ox Lum, erit gy — 2, 
unde integrando fit 
E] 


L-— 22 — à; V (a -- bay -- C. 


D 


6 SUPPLEMENTUM I. 
Exemplum 2. 
$. 8. Si fuerit 


— ox 0x 
oy — V d- xy — ss 


33s 


posito j/ (a -j- bz) —z fiet Oy — T, hine integrando 
yz pzs— y bi) C. 


Exemplum 3. 


$. 9, 8i fuerit gy — Oz V (a -I- bx) — sOx , facta substi- 
tutione fit agy— E, hinc integrando 





y —— y 25 mg (a - 62) V (a -4- 52) -4- C. 


Problema 3. 


$. 10. Si fuerit X functio rationalis binarum quantita- 
tum z et s, existente s — V (a -- bx) , formulam differentialem 
Xàx ab irrationalitate liberare, ] 


Solutio. 


Ponatur j/ (a -1- 6x) — z, ut sit 5-2, erit a -I- bx — z^, 
hinc . 


zm EE qo L0mt$g 


quibus valoribus substitutis formula proposita Xx certe fiet ratio- 
nalis, si modo numerus exponentialis z fuerit integer. 
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Exemplum 41. 
$ 11. Si fuerit 
ox Lx 
9 —yacv1:—: 
posito y/(a -1- bx) — z, ob valorem inde natum 


Qxs l- "MN 
habebitur 

9g — "7— 0s; 
unde integrando colligimus 

y — FG g^-—!. c 
sive restitutis valoribus 


n 2—1 n a 2a- bx 
—— —. (a-- -CLmLIL ie. ac. 
9—$n6—1) (ac 6m C6 —je-5 Vai 


Exemplum 2. 


$ 12. Si fuerit 


ay — LES NEFE 
y— Y(aG-4-i» os 


posito V (a-]- bz) — z, et substituto valore 


nz^—!0z n , 
oy LI 21-1 Oz , 


bz — 4 
cujus integrale dat 


8 SUPPLEMENTUM I. 


na—2A 
y — pul (G -d-x) *  -- C, sive 
n a Jd 5x 


9— $a—»' ya-d 


Ex his autem exemplis jam apparet, integrationem non impediri, 
etiamsi exponentes z; et A non fuerint numeri integri. 


Problema 4. 


$. 13. Si fuerit X functio rationalis binarum. quantita- 


tum zx et s, existente s — y [a -4- by Cf -1- gx] , quae formula 
ergo duplicem. irrationalitatem. involvit, formulam  differentialem 
XOx ab hac duplici irrationalitate liberare. 


Solutio. 
Ponatr iterum y [a-- b y/ (-]- gx)] — z , ut sit s— z, 
erit sumtis quadratis a -i- b y/ (£-]- gx) — zz, hinc 
by (Qf a- ge) — zm — Qa: 
ac sumtis denuo quadratis À 
bb (f -- ga) — (2 — ay, 
unde colligitur . ! 
— a) " 
rl c f, hincque 
—— Az9z (zz — a) 
óz — dg 
Quibus valoribus substitutis tota formula reddetur rationalis. 


Corollarium. 


$. 14. Perspicuum est, eodem modo irrationalitetem tolli 
posse, si fuerit multo generalius 


s — V [a 4- & Y (f£ -4- gz)l- 


Posita enim hac formula —z, fiet 
a3. by (f ga) —— z^ et b (f -- ga) — 2" o a. 
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Porro 5" (f^ -1- gx) — (z^ — a)", et hinc colligitur 


z EDT — i£, ideoque 


mnzh—tàz (z^ — a)9—* 
— 
Sicque etiam hoc modo tota formula rationalis evadet. 


óx — 


Problema 65. 


V. 15. Si fuerit X functio rationalis: binarum. quantita- 
tum s eb z, existente s— y. Hx formulam differentialem X àx: 
ab irrationalitate liberare. 


Solutio. 

b . : "S 
Ponatur y FRA et sumtis quadratis erit 
RENI, hincque x 

unde differentiando colligitur 
—— bfzoz — ?agzoz | 

oz — (b — gaz)? 
Hisque valoribus substitutis formula proposita Xx ad rationalita- 

tem erit perducta. 


—í55—3, 
— bp—ga' 


Exemplum 41. 





as £4 "m 

$ 16. 8i fuerit y — EYED, posito 
a -i- bx ox 
Y LA — ert dy — T» 


et substituto loco Óz valore supra invento colligitur 


ày — mE qUDX 


quae formula, uti jam satis constat, reduci potest ad talem /- rn 
cujus autem integratio vel per logarithmos vel per arcus circul&- 
res expedietur. 


Yol. IV. 2 





10 SUPPLEMENTUM I 


Exemplum 2. 


f$. 1T. Sit specialius dy — EX , ubi f—1, g—— 


« — 1 et b — 1, ideoque 


Y (4-2 EMEN NN 
2-—yülÍze € 0r — qu 


quibus valoribus substitutis fiet Qy — hes . Statuatur ergo 





Aóm — 0. Az om 
Áoac O7 dpa 0 BÁ pas — 4) 
unde sumtis differentialibus fiet 


LÀ —A-Ams Q5 — A--B--(B—A)zs | 
(Ez) — (-Ezuj | 12-2 —  d- z2)* 


Oportet igitur sit A * B—4 et B — A— 0, ideoque A — 2 et 


B2; et quia Mom — Arc.tang.z, adipiscimur 
y -— Dx -- 2 Arc. tang.z; 


quocirca facta restitutione, ob 1 -]- zz — 








—x» obtinebitur 
y —y (1 — zz) -4- 2 Arc. tang. yii. | 


1—x 





Cum igitur hujus arcus tangens sit yi LU. erit ejus sinus —y/ Lys 


et cosinus — y Le ; anguli vero dupli sinus erit y (1 — zz) 
et cosinus — — z, unde fiet 


2 Arc. tang. y 12 — Are. cos, — z — 7. p. Arc. sin. 2; 
quocirca integrale quaesitum erit 
y—ya- mz)--. p Are sinoz 4-0, 
quod si ita capi debeat, ut evanescat posito x — 0, erit 
C zc — 14 — $j, ideoque 
y — y (0 — zx) — 1 -L. Arc.sin. 4. 


Tum igitur, si sumatur z — 1, fiet y——1 qui valor in frac- 
tionibus decimalibus dat 0,5707963. 
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Problema 6. 


$. 18. Si fuerit X functio rationalis binarum  variabi- 


lium zx et s, existente s— Yit. Jormulam  differentialem 


X0x ad rationalitatem perducere. 





Solutio. 


a--bx  .220n E 

fai hineque 

—fam— n(bf— Lm 
BM consequenter àx — ASRT, 

hisque valoribus substitutis tota formula proposita Xóx ad rationa- 

litatem. erit perducta. 


&-d-bx | 


Posito s — V $-— S —z, erit 


- Problema 7. 


$. 19. Si fuerit X functio binarum quantitatum zx et s, 
existente s — Y (a -- bxz), formulam differentialem E ab. irra- 


tionalitate liberare. 


Solutio. 


Ponamus 5 — y/ (a -]- bzz) — z, erit a -- bzx — zz, hinc 

xx L— 775, et quia in functione X tantum quadratum zz, ejus- 
que ergo potestates pares occurrunt: hac substitutione jam functio 
X evadet rationalis.  Sumtis vero logarithmis 

2i» — lÓ(z2 — a) — Ib, 
differentiando fit 

$às oix ideoque E 
Hoc ergo modo formula proposta X . 
tionalis. 





2* 
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Exemplum 1. 
$. 20. Si fuerit 


— 20x — zm. 
9y — yG riz: erit gg — 3. VE Iz 


Posito ergo Y (a -4- bxz) — z erit ay —À., unde colligitur inte- 


m Y (a-p bez), 


grando y —,- — $ 


Exemplum 2. 


$. 21. Si fuerit 
x*ox ox .x* 
. 9 — vau — xr 
ponendo y/(a-|-bxx) — z, ut sit 


—— 22 —2a Ózx .. z0z 
mx cLlÉCUy— € y — on 
ert Qy — j;0z (22 — a), hincque integrando adipiscimur 


y—g (zz — 3a); unde facta restitutione prodibit integrale quae- 
bxx— 2a 


situm y — ———— y (a 4- bz2) 4- C. 


Exemplum 3. 


$ 22. Si (uerit 


— rom : — 95,5. 
oy — Y(a 4- bxxp ? erit dy — FEE M 


hinc posito 
ya -F im) os fiet ày — 25 2 
unde sumto integrali fet y — f; (57), quocirea facta restitu- 


tone resultat y — 5 552— -- C. 
^ 





Y (a 3- bxx) 


Problema 8. M 


$. 23. Si fuerit X functio rationalis binarum. quantita- 
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tum x" et s, existente s — / (a-1- bx"), formulam differentialem 
Xx 22 ad rationalitatem. perducere, 


Solutio. 


Posito s — / (a -]- bz") — z, fiet a -4- bx" —— z" et 
anm, Quia igitur in functione X tantum potestas z" oc- 


currit, ea rationalis reddetur, si hi valores substituantur. Tum 
vero sumtis logarithmis hábebitur 





nliz — l0 (2* — a) — Ib, 
et differentiando 
Ox /., mam —! 90x 


e 


* 5 "aam—a? 


sicque tota formula proposita fiet rationalis. ' 


Exemplum. 


o0 :3—!0z Ox z^ 
C" W(a-cbx  0mxs 
factaque substitutione orietur haec aequatio 
mzn—30z 
oy — —ZT ^7 
qua integrata prodibit 
mzn—! m 
— me —.-h.g ami i 
9—um—1^7 nbn 52 -I- C, sive 


- m a-L-bz" c 
y — nbn — 1) V (a 4- bx? TC 
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Problema 9. 


$. 26. Si fuerit X functio rationalis quantitatum zx et 


" —./4--bxx " : E] 
s, existente sc y . Jormulam differentialem X ri 


jfogam! 
tionalitate liberare. 








* ab irra- 


Solutio. 
— a--bxx : s-d-bxx | : 
Ponatur s — Y $3-gaa — 75 eritque f gas 77. hinc 
zx —— 125 —*, wnde functio X penitus fit rationalis, Porro sum- 


b—gzz? 
tis logarithmis 
2l» — l(fzz — a) — l(b — gzz), 
differentietur, ut prodeat 
20x , . 2fz0z 2gz0$ | 2(bf — ag) zas 
9. o-d- 





LJ c7 fazz—a 
unde fit , 
29x L— (b—«agizom — . 


x — (fux—a)(b-—gzx) 


sicque tota formula differentialis fiet rationalis. 


Exemplum. 
9: 


—sgas — (fen—a)(b— gue)" 


$ 26. Si fuerit 9y — vo Eug: repraesentemus hanc 


formulam ita 


ay — & * L39» y... 
T7 ox YCf-r gex) ——ox fr ogxx 
Hie ergo erit a — 0, b — 1, et 





z ] zoz. 
z — yplgo d& ut Q9y — *23 
erit autem 
39x — 92 | - az 
* — zü—go unde fit Qy — CL 


cujus formulae integratio per logarithmos expedietur , 


$i fuerit g 


numerus positivus: sin autem fuerit negativus per arcus circulares 
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absolvetur. Sit igitur 19.) g —--hh, erit 


oy — m: ideoque 


— 4 1-7. 
y — qb p—AS 


et restitutis valoribus supra indicatis, erit 
— t nume — 1 1Y G2 Abaz) HL An, 

V — 2 W(f-Ahax)—hx) — À* —— vf Lem 

Sit 229) g quantitas negativa, puta g — — Ah, erit 
— 92 — 4 

9y — i-FAham ——7 A C d3epAhamÀ 
unde colligitur 

y — $ Arc. tang. hz — Arc. tang. 707 . 
Ubi manifestum est, J^ esse debere quantitatem positivam , quia 
alioquin formula differentialis esset. imaginaria. 


Corollarium. 


$. 27. Hinc ergo si proponatur formula 
Qy — y 4 -- zz), ubi f/— 1 et g — 4, 
ex casu priore ob A — --1 erit 
Árdux Dy cmd. 
At si fuerit 
oy — zum ubi f—1 etg-—t1i, 


colligitur ex casu posteriore 2» —— Arc. tang. PA ces unde con- 
cluditur . 


/roE — Arc. sin. z — Arc. cos. y/ (1 — zz). 


16 SUPPLEMENTUM 1. 
Problema 10. 


$. 28. Si furit X functio rationalis. quantitatum x" et 


s, existente s — V GE). formulam differentialem X a: ra- 
tionalem efficere. 
Solutio. 
Ponatur s — y Gi — -——z, eritque 
a -- bx? " . a» — J[z*—a 
faxum. hinc x* — b—RA 





tum autem sumtis logarithmis, erit 
nl» zc l(fz* — a) — l(b — gz^), 
et differentiando 


8x 0. fan— 10s grh—'0s /.. (bf— ag) h— 0n, 


* fa"—a $—gu* — (fan—a)(b—ge 





quibus valoribus substitutis formula proposita fit rationalis. 


Problema 11. 


$. 29. 3Si fuerit X functio rationalis binarum | quantita- 
tum zx" et s, existente s — V CES. formulam differentialem 
Xx-— 2s ab omni irrationalitate liberare. 


Solutio. 
Statuatar zy GXu —z, eritque 
&--bx^ 


fpg& 727, unde fi eI 
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hinc sumtis logarithmis erit 
nlc — l(fz? — a) — lb — gz», 
hinc differentiando 
mx [2 m(bf — ag)a"*—' 0s 


Ux» —8 (fan—3) gm 
ideoque 

às .. m(M —aps"—!1as 

o a(féh—s)(b — ge) 
quibus valoribus substitutis irrationalitas formulae propositae peni- 
tus tollitur. . » 


Problema 12. 


$. 30. Si fuerit. X functio rationalis quaecunque ' bina- 
rum quantitatum z: et s, existente :—y (& -- Q2 T yz2» for- 
mulam differentialem XOx: ad rationalitatem. perducere. 


Solutio. 


Hic duos cesus & se invicem distingui convenit, prout *y 
fuerit vel quantitas positiva vel negativa. 


I. Sit *y quantitas positiva, ac ponatur ^y —cc et (3—2bc, 

ut habeatur . 

$ — y/ (a -]- 2bcz -1- eczx) — y [a — bb -41- GO 4- ez)'] 
ubi loco a — bb brevitatis ergo &cribatur e, ut sit 

s— y (e d-  2- exy]. 

Jam statuatur 5— b -- ex --z, eritque 

ss —— e 4- (6 2 - ex) — (b -1- cx -- 2(0 -4- ex) 2 -- 22, 

Yol. IV. : 3 
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unde sequitur 


e — zzz-2z(b-- cx), sive b- ex —— tU 





hincque colligitur 


e—2x b e — bz — as 
XlILUii oV, Su »:L——T— 





2c 2cm 
Aequatio autem b-|-cz — 7777 differentiata praebet 
(00 dem-—Hum-* ES 
unde deducitur 
0r l— 3s ram) , at ob 
b-per-—UIZ üet sctEB. 


. His ergo valoribus substitutis formula nostra XOx reddetur ratio- 
malis, Postquam igitur ejus integrale fuerit inventum, loco z valor 
ante inventas y/[e -]- (5 -- e2)*] — 8 — cx erit substituendus. 


IL Sin autem *y fuerit quantitas negativa, ponatur 

Y ——ce e (g8— —2bc, 
'ut habeatur : 

s-zy (a— 2 bez — coxa) — y [a -]- 6b — (b -- ex], 
ubi evidens est, quantitatem & -]- bb necessario esse debere positi- 
vam, quia alioquin s evaderet imaginarium. Quamobrem ponamus 
brevitatis gratia & -]- 6b — aa, ut fiat 

s —y [aa — (b -- ex] , 
ad quam formam rationalem efficiendam statuamus 

y [aa — (6 -- cx] — a —(--cx)2, 
unde sumtis quadratis erit 

aa — (b 2- cz)? — aa — 2az (b -- ex) -- (b -- exy zz 
quae aequatio reducitur ad hanc: . 

— (b -Lox)—— 2az 4- (Q -- cx), 
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unde reperitur : , 
— 2a i 
box L— pu ideoque 


2az — b — bz. 


zl 





c(1 37 zz) 
Illa autem aequatio differentiata dat 
—— 2aüz(i--zz)— Aazzóm | .. 2a0z(1— zz). 
càx — az) — Tray 
unde fit 
— a(1—zz). 
à; — Ce(rd-um) 





Porro autem, cum sit 


— Aa — 
$—a—(b-r-cx)z, ob b -Lex—Ux 
erit s — e— 2n) , quocirca, si loco x, s et Ox inventi hi valo- 


res substituantur, formula proposita differentialis XOx evadet ratio- 
nalis, et per variablem z exprimetur, cujus integrale postquam 


fuerit inventum, loco z ubique ejus restituatur valor assumtus 


z—ca — y [aa — (b d- ex], 


et integrale obtinebitur per solam variabilem z expressum. 





Exemplum 41. 
$. 31. $i fuerit 
— 9x 
99 — yuQ . 
quae formula ad casum priorem pertinet, erit 


gy — 35 ——3*, p 9s — — Uu) Q. Q,— tim, 


ez? 2ezz 


eujus integrale est y — — i 1z; restituto ergo valore 
z-y[e--(0-r-exy)— b-— ex, erit 


y — Ey [e 47 O am ezy] — 5 — ex] H- C, 
quod integrale si evanescere debeat posito x —c 0, fiet 


c — Ey C 4r- b) — 0). 
3* 
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Corollarium. 


$. 82. Si ponatur b — 0 et c — 1, sive 
à. "on 
9y — ye zs gj: erit integrale 
g —— [y G4- 22 — 2] -1y e ye i-e 


quae formula reducitur ad hanc 


n QY(G2rax)--x 
y ntesgne. 


Cum vero porró sit 
9.y(e-4- zz) — FUE erit 
Áygx -—y(-4- 22x. 


Si igitur hae duae formulae combinentur, habebitur ista integratio 
notatu digna 


WEB TVIACE A £z 4- By C -J- zz). 


Exemplum 2. 


$ 33. Sit Oy — pm quae formula ad casum 
secundum est referenda , ita ut sit ày —32. Cum igitur sit 


a(1— zz) 


— daÓe (1— uz) 
ox fi oí! 


— 7ü-c ze. et s$— 
Bs i. 

y -— — 7$ cobpyxm 

unde fit integrando y — 2- Arc. tang.z. Quia igitur est 

&—Y (aa — (b 4- cz)?] 


erit 


z-— box » erit 
y — idrsung t! Oed s c. 


Corollarium. 


$. 34. Sit igitur 5 — 0 et c— 1, seu formula differen- 
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tialis proposita dg —— zo. reperietnrque* 
yg — 2 Arc, tang, 5X 1e) 4- C. 
Quia igitur tangens hujus arcus est s-Yarm). tangens dupli 
arcus erit — zm ita ut sit 
y —— Arc. tang. Vis zz) : 
hujus autem arcus sinus erit iÉ, sicque integrale quaesitum 
ox — n Xm 
JY (ss—sz) L— Arc. sin. 7 
Quia porro 
à: " 
Q.y(4—zx)— —vyur a c 
22 
Á Visum L-— y(aa-— zz): 
quocirca ista generalior conficitur integratio 
Aàz-FBxom " -oR 
Á rectas) A. Are. sin. S — B y (aa — zz). 
Problema 13. 
$ 35. Si fuerit 7 functio rationalis. binarum. quantita- 
tum v* et s, existente 
s — y (a 4- Qv -- yv», 
formulam differentialem Fv^—t0v ab irrationalitate liberare. 
Solutio. 
Ponatur v — z, erit 
s——y (a-- m -- xz) et. v—719v — 955 
hic ergo jam erit V functio rationalis binarum quantitatum z et s, 
existente 
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s — y (a 4- gx -- yam) 
. et. formula ab irrationalitate liberanda erit vas: qui casus pror- 
sus convenit cum problemate praecedente, ideoque eandem habe- 
bit solutionem. ] 


$cholion. 


$. 36. Praecepta hactenus tradita ad ommes fere formulas 
differentiales , quae quidem adhuc tractari potuerunt, extenduntur. 
Interim tamen ejusmodi casus occurrere possunt, quibus idonea sub- 
stitutio, ad irrationalitatem tollendam mecessaria, non tam facile 
perspicitur, sed acri judicio demum investigare licet, in quo nego- 
tio cum praecepta generalia tradere nondum liceat, exempla quae- 
dam particularia speciminis loco in medium afferamus. 


Exemplum 41. 


$. 37. 5i proposita, fuerit haec formula irrationalis 


— 9x (1-1 xx) ^ 
oP— ü—2)Y (2729 
ejus integrale P investigare. 


$i quis hic ejusmodi uti vellet substitutione , qua formula 
y a -- z^) ad rationalitatem perduceretur, oleum et operam esset 
perditurus, interim tamen singulari artificio sequens substitutio ne- 
gotium conficere potcrit. Statuatur 


L—— cp, eritque 


— dx * 
dock» GER, hine 
— YG-cvxx5. 
y Q 4- p — uS 
tum vero erit differentiando 
àp — QxY240 zx), 


— T(r—x-x) 
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ex quibus valoribus colligitur 
3p L2 LOxY2(d-xx). 
Vü-ER — (—zx)Yacao! 


quae feliciter cum formula ipsa proposita convenit, ita ut sit 


i —4 ap 
Pk —0y2:, sive 0P—735. vu 
unde colligitur integrando 


P— Uy GO pp) ae p]. 


Quare si loco p et y (1-i-pp) valores dati substituantur, haec 
Obtinetur integratio satis memorabilis 


m 3x (1 -xx) — 34$ ]YUEx9-EY2. 
P-—/u-Xyüls — yi RR 


Exemplum 2. 


38. Si proposita fuerit haec formula irrationalis 
3x (1— zx) 


2Q — (CEss)vQü ag, €Us integrale Q investigare. 


Ad hoc praestandum fiat e -., eritque 
ya — ep — Yeizi 


1-4-xx 
Ox(1—zx)Y2 
Tü-crax) 


2194. L| Oxz(t—xx)y2 
Yü—z) — Usyües) c 9y?. 


tum vero erit 0g — , atque hinc colligitur 
unde fit 
Q —Anryclg 7cia — yg Are. sin. g. 
Restituto ergo pro q valore assumto , a obtinebitur integratio 


— 9x (1 — xz) xzy2 
Q — Áüxsvü-s9 — -— 7i Arc. sin. LT 





Scholion. 


&. 39. Cum istae duae formulae 
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3x (1 - x2) Y 2 ox(1—zx)Y2 
a —xx)Y (1 ca Gcaxvaca) 


perductae sint ad has simplices 


Tum e vta 

quarum utraque facile ab irrationalitate liberatur, istae ipsae for- 
mulae propositae ope idoneae substitutionis ab irrationalitate libe- 
rari possunt; unde mirum non est, earum integralia sive per lo- 
garihmum sive per arcum circularem exhiberi potuisse. Satis enim 
jam est ostensum, omnium formularum differentialium rationalium 
integralia semper vel per logarithmos et arcus circulares, vel ad- 
eo algebraice exhiberi posse; quod igitur etiam de illis formulis 
irrationalibus est tenendum , quas certae substitutionis ope ad ra- 
tionalitatem perducere licet. Unde vicissim plures Geometrae con- 
cluserunt: 8i quae formula differentialis nullo plane modo ab irra- 
tionalitate liberari queat, tum ejus integrale etiam neque per loga- 
rithmos nec arcus circulares, multo minus algebraice exprimi posse, 
sed ad aliud genus quantitatum transcendentium referri oportere. 
Caeterum combinatio duorum praecedentium exemplorum manuducit 
ad solutionem sequentium. 


Exemplum 38. 


$ 40. Si proposita fuerit haec formula differentialis 
ax Y (i-r Lon 
9y — E 71—a 


ejus integrale invenire. 


Hanc formulam per neutram substitutionem ante usurpatam 
rationalem reddere licet: utraque tamen juncta negotium confici 
poterit, namque ejus integrale per logarithmos et arcus circulares 
sequenti artificio expedietur. Formula enim proposita in binas &e- 
quentes partes discerpi potest, quae sunt 
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LoOROx( xx) 
9) — üTxyüpyxe cU GESTUS 


quippe quarum summa ipsam formulam nostram propositam pro- 
ducit; prodit enim 


18x (1 -- xx)*-- 30x (1 — 2x)? Oz (1-4-x*) 
Qy —'—u-i vus] ——— —39Y(-kx5 
YT, 
1—x* 


Quod si ergo duo praecedentia exempla in subsidium vocentur, 
manifesto fiet Qy — 41 0P -I- 10Q , consequenter integrale quaesitum 
ert y —41P -]-iQ, quod sequenti modo exprimere licebit . 


9xY(1-«-x*) .. 1 Yo TxYy2 
EE "rendent TF gy; Arc. sin. IE 


Exemplum: 4. 


$. 41. , Si proposita fuerit haec formula differentialis 


Qy — -— cg €us integrale investigare, 


Haec formula simili modo ae praecedens tractari potest ; 
discerpatur enim in sequentes duas partes. 


42x (1-- x2) iOx(1—zxx) 
U-sYür) — Gpavü-ge) 





quippe quae conjunctae producunt 
—— AOz(i- zx)*—10x(1— xx) 
9y — UU a- Cem 
8x .A4zxx xxx 
-Fx9Y Tz» G-CzY-zS!- 
quae cum sit ipsa formula proposita, erit ex praecedentibus exem- 
plis gy — 19P -— 10Q, consequenter y — 1P — 1 Q, hinc inte- 
grale quaesitum ita reperietur expressum 
Yol. IV. . . 4 
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zzox à jYG-x9-dxY2 004 S xY2 
Áa-z9YüTa6— ivil—— £—um iys Are sin. 77. 


$chelion. 


$. 42. Haec duo postrema exempla si nullo plane modo 
ope cujuspiam substitutionis ad rationalitatem perduci possent, in- 
signe praeberent documentum, quod conclusio supra memorata 
quandoque fallere possit: Re autem attentius perpensa inveni " 
omnia haec quatuor exempla ope unicae substitutionis immediate ad 
rationalitatem perduci ideoque integrari posse;' id quod ostendisse 
utique operae erit pretium. 


Alia resolutio 
quatuor postremorum exemplorum. 


$. 43. Statuatur pro primo exemplo 
xY2 


"—yürz) eritque y/ (1 c£) yvy: 
tum vero 


ya — w)-— van 
unde fit 


ide? 8 dobxm 


1—2 
i—vws — (x. €06 ya» pum 


. 14-x* 
At differentiando adipiscimur 


Qv — Rasa 
— (-Ex9YQü-cx. 
Cum mun sit ILE, — y (4 — 5, erit 


Qev2.Y(1— 94) — pe 09 LS AmYR 
C Yucxw) C Yaü—v) — Yü-z4? 


quae aequalitas maxime est notatu digna. Quod si jam haec ae- 


Qv — 


AD TOM. I. CAP. II. 21 


quatio multiplicetur per pel -— LEE. 
' 3v. Qs exDYS 


i—vw — (1—zxx)v ca) 
sicque erit 





nascetur haec aequatio 














3z(1-1- zx) — 4 Bv 2 1 j12. 
JÁü-u)v ü-r- x) — vi ius — iyi [rer 
Deinde aequatio 
EN 29v — 2x 
Ya ' Yu —v) — Ya) 
multiplicetur per 
1—vv  ,. i1—zxx 
Y i-re — 1-rax* 
ac prodibit formula exempli secundi 
3x (4 — xx) —oad4 9v ..01 
Áü-Ez)vü-bz — ya4 i-pes 77 ya AIC tang. v. 


Porro eadem aequatio 

4. 3v -— LL M 

Ya ' Y a—vw*) — Y (i4cz* . 
dividatur per 

ya-»w-— HE. et. prodibit 

1. 9». —— 9xY (i-a). 

Ya 1—v* -— 1—x* , 
quae est ipsa formula exempli tertii, ita ut jam sit 

9x Y (1 d- x*) 

Á£ 1—x* —4/ i —n£X Mini 
quod integrale cum ante invento egregie convenit, Tandem postre- 
ma aequatio hic inventa 

Q9». OY (1-e zh) 

7i !'dTw€ — aqux 

ducatur in vo — E » ut prodcat 
ao, wÀo 0. PnxY (i-a) 0| 

yi ' 1—4* — (-z*(-ra) — I-A rent 

unde pro exemplo quarto colligitur 
«qv3v 


Ála-z cup — miicec- P rre ii iSo 
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unde cum sit y — PESE erit 


9v , .Q5íd9.,.,Y (x90 xY2 
ÁiI—idqm—iyücvs)—avs 
— 1X Gn xY2P — 1X xY, 
—- (1 — xx)? — i1—2xx 








Deinde vero est 


9v — : v — " y2 
Ff quus Are. tang. v — Arc. sin. 05 — Arc. sin, T 7. 


Scholion. 


$. 44. Quanquam autem haec quatuor. exempla ad rationa- 

litatem reducere licuit, tamen conclusio supra memorata, quod om- 
nes formulae integrales, quae nullo modo rationales effici queant, 
ad aliud pertjneant transcendentium genus, neque per solos loga- 
rithmos et arcus circulares expediri possint, non solum manet sus- 
pecta, sed etiam falsitas ejus evidenter ob oculos poni potest Sit 
enim functio 

x— a c . 

UU yacesm) * Vas» * ya-cs5! 
tum certe formula differentialIs Xx nullo modo ad rationalita- 
tem perduci poterit; interim tamen singulos ejus partes 

az box cox 

ya-sm' ya-25 " Va 25 

seorsim rationales effici et integralia per logarithmos et arcus cir- 


culares exhiberi possunt. Corodinis.loco hic sequens problema no- 
tatu dignum adjungamus. 


Problema 14. . 
$ 45. Formularum integralium f voz et iE 
valores per series investigare , pro casibus, quibus ponitur tam 


v—1' quam x —1. . 
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Solutio. 


Cum posito v — ye) ut supra fecimus, evidens sit, 
sumto z — 0 fore etiam v — 0 , et sumto x —c1 fore v — 1, 
ita ut hae duae quantitates zx et v simul evanescant et simul uni- 
tati aequentur: hinc deducimus istam aequationem differentialem at- 
tentione dignissimam 

1 ov — ox 

Vi Ya-w) — Yü-zx9' 
quas ergo ambas formulas in series converti oportet; erit autem 


yücw— 4 9576 ep ure Eve E utt ae eto. et 
yüxe— 2576—a4—da*Vix8—P xtate 


Yla jam per Qv multiplicata et integrata praebet 
9 — 1,5 1.3 ,9 1.3.5 19 

NA 99)" gU ^ gagU c gd.6U 2- etc. 

unde posito v — 1, valor hujus integralis erit 
1 1.8 1.3.5 1.8.5.7 

1 Fac 0 id. 0 d..6g. SU 
quam seriem littera A indicemus. Simili modo altera series in 0x 
ducta et integrata producit 





à 40,451 1.3 9 1.8.5. 43 
Áyü-c- 9339 44.97 — 44.6.35 7. 7c €t 








cujus valor facto z —-1 erit 


1 1.3 1.3.5 1.3.5.7 
1-—g33.4.9 8.4.0.3 7 3.4.6 8.7 





— etc. 
quem littera B designemus, ita ut sit B — 25 , sive AZZBy/2; 


unde patet, priorem seriem se habere ad posteriorem ut y/2: 1. 
$cholion. 


$. 46. Valor formulae integralis n etiam hoc modo 
per "seriem investigari potest. Cum sit 
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1 0:97 
ya-s57ya-v»' 
(4 2- vw) $—1 — pw A- P4 — EU US He ete. 


notetur esse 39. — T. Deinde pro integratione reliquorum 
-—vv) EJ P [3 q' 


terminorum ponatur 
n4-239v » 
ffgcwT Ay a — By 


quae aequatio differentiata dat 


na — . Avn--a m 
Vuücsp—0d-0A^yG €) —j4- vyü-y 


unde per yj/(1 — vv) multiplicando prodit . 
v2 — (n 4- 1) Av* — (n-|- 1) Av t 2, — Ay? 4 Bv. 


Hinc termini in quibus inest v"--?, inter se aequati praebent 
1 


41— —(n--2)A, ideoque A meds termini vero v" con- 
tinentes praebent 0 — (n -4- 1) A-]- B, unde fit B— nn , ita 


ut in genere sit 


V9 1 1 "^ 3v 
ÁYü-ej— —kvt'ya —w IB sw 


quod integrale uti requiritur evanescit posito v — 0.  Ponatur 
nunc V — 1, eritque 


v^39v ... nd- Lu, A 
4f (—vv) 77 ai Y 3 


hinc ergo pro n scribendo successive valores 0, 2, 4, 6, 8, 
etc. erit 


- "vvv LI 

L /yuü—wo-—ikd $3 
v*ov 

II. ÁK Yü-w) i 


PN 
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"0v 
HL /yqc-—i.id D 
etc. etc. 


quibus valoribus adhibitis , erit casu v — 4 











—m-—1 m7 12.3? T 19.3?2.5? 
Áfyü-v— : Bs cmi  Á6i TF ete. 
—* 143 | 49.32 — 43,93.52 — 42,39. 53.72 
. Top qug —gz.6 45.693: — etc) 


ita ut sit ex problemate praecedente 


1 1.8 1.3.5 
1—iggd gd. — 248.8 d 66 
—* 1? , 12.895, 1232,52 
L0 — gi do geqs o marg ete) 


unde fit 
1 1.3 1.3.5 
1—33--34d3 £4.65 te 





v|a 


15 13.33 13.323,52 — 
1— Bodcgmus — p.e d-ete 





2) De integratione formulae irrationalis 


x'üom . 


yas um) 
"cta 4cademiae Scientiar. Petropolitanae. 


Tom. VI. Pars II. Pag. 62 — 6T. 


. Problema 15. 
Invenire integrale hujus formulae irrationalis 
/ y x"ox 0. ! 
/ v (as — übx -F exa) 
Solutio. 
$. 47. Ineipiamus a casu simplicissimo, quo n — 0, et 


quaeramus integrale formulae Fus. quae posito 
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ix 
zl transit in "hane Tuner Tum ubi duo casus distin- 


gui convenit, prout c fuerit vel quantitas positiva vel negativa. Sit 


igitur primo c — -1-/f£, et formula nostra fiet 


oz 
FY (5f — 5 3-2) * 
1 ,z--Y (aa ff — bb -I- az) FY (a23f — bb 37 zz) 
pU————7, 


cujus integrale est ideoque erit nostrum 


integrale 


1 18 — b -- Y (aac — 25ex -- ec vx) , 
Ye" — 6 


quod ergo ita sumtum, ut evanescat posito z — 0, evadet 
1 158 — b-EY c (na — gbx ex). 
Yc —b-FaYc 


At vero si c fuerit quantitas negativa , pua c—— gg, formula 

differentialis per z expressa erit PURIS zz) cujus integrale 
1 ; L4 

est * Arc. sin. YGaggE i quare integrale ita sumtum, ut 

evanescat posito z — 0, flet 


1 : ex —5 1 ; b 
—t Arc. sin. Y Gegg-E3 T- n Arc. sin. VüsgpH)" 
$. 48.  Denotet nunc II valorem formulae  integralis 


9x : : — : 
J Y(aa —übz T ess) ita sumtum , ut evanescat posito z — 0, sive c 
fuerit quantitas positiva sive negativa; ac si sit ef erit 
uti. vidimus 


Hi — — jg LESLEEIY Gimp) 
af—b 


altero vero cm, quo cz — gg, erit * 





—t in. 585-5 4 1 Arc. sin. 2— 5 
n— z Arc. sin. V(za gg 4-85) -- g Are. sin. Y Gasp" 
sive ambobus arcubus contractis habebimus 


4 bgY (aa — 2bx — gg xx) —abg—agz. 
nz Arc. sin. 77222 
Quoniam igi mOX ostendemus, integrationem formulae generalis 
x" 9x — 
JF Fisa—i Vis ibs-paxs] semper reduci posse ad casum n — 0, si modo 
fuerit n numerus integer positivus, omnia haec integralia per istum 
valorem II exprimi poterunt. 





AD TOM. L CAP. II. 33 


$. 49. Jam post integrationem quantitati variabili z^ ejus- 
modi valorem constantem tribuamus, quo formula irrationalis 
y (aa — 2bx 4- cxx) 
ad nihilum redigatur, id quod fit, si sumatur a — EY he) » 
ideoque duobus casibus. Ponamus pro utroque casu functionem II 
abire in A, ita ut casu c — f sit 
A-Li a qY b — aaff) 4 py bitu. 





2f -—b Bb—af 
pro altero autem casu, quo c—- — gg 
— zov (bb-F agg)... 1 in. 445 . 
ALI ; Are Sin, T p s or Are. sin. VA sgg) 


Hos autem Aalores A in sequentibus casibus , quibus ipsa formula 


radicalis y/(aa — 2bx-|-czx) evanescit, potissimum sumus con- 
templaturi. 


4. 50. Nunc ad sequentem casum progressuri, considere- 
mus formulam s — y/ (aa — 25x -i- cxx) — a, ut scilicet. evanes- 
cat facto z — 0, et quoniam est 


às — — bàx -- cxox 
/ — Y (aa — bx 4r cox) 


erit vicissim integrando 


xOx ox 
€f yGs-aecFum) — UÁ yqas—35e xx) 4 35 


unde colligimus 


, 


xàx — Ea 
JV (s-Eibs za) —.:na—— 


quare si post integrationem statuamus MET quippe 
quibus casibus fit y ca — 2bx --cxz) — 0 et II—A fiet 


fgyqwu—s9e v-—15— 


Y (so be z2)— 2. 


" 


$. 51. Sumamus porro s— c y (aa — 2bz -Lexx), fiet 
UELLE S - unde vicissim integrando colligitur 


Vol. IV. 5 
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aexox 


zx às - 
26f vis sis emm) — 9U/ V(szc be pexs) — 4 V(ss-ibs-penz) 55 * 
unde statim pro casu y/(aa — 2bzx -i-cxz) — 0 deducimus 
xxx uL — (355 — aac) . 
JV — ils dr ex) — 2ec —ix 
. 52. Jam ad altiores potestates ascensuri statuamus 
— xw y (aa — 25x J-exz), et quia hinc fit 


——. Saaxóx — Sbxxox -- 3cx*0x : 
0s — Vs ib ex ^ C04 
zx dx 


a*or 
3f va — Zbx Jr cxx) -— 557, Y (aa — hscrenn) 
En 2aaf y pu 5 


hineque porro pro casu quo post integrationem statuitur 


z —bxY0b— 99), pabebitur 
M ox 5 b* — 3aabc: 15abb 2a^ 
Á V(aa—35x-r exa) — -—( 2c? )A— 6c 3cc 
(55 3aai 5abb 2a? 
vw —G —$A-—UYrcTi 








$ 53. Simili modo sit s — a? y (aa — 2bz-|-cxz), et 
quia hinc fit 
8 aaxxcüc — T bt Ox p Act x | - 


0s — —yGacibhxdrexx) 


erit vicissim integrando 


x*àx z'ox 
AC r(a—i5x-Grexs] — 7 UÁ V(as— ibz-p m) 
xxox 
—$24/ yii risen) Á 8 

tum igitur pro casu quo fit y/(aa — 20x -- cxx) — 0, ha- 
bebimus 

^a 350* —— i5aabb 35ab* , 55a*b 

F'Gs— abe ez) 7 Cien — UA c-u25—P5u Act 
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$. 54. Quo autem ordo in his formulis melius explorari 
possit, singulas exhibeamus per factores, quemadmodum ordine 
oriuntur, sine ulla abbreviatione, atque hoc modo formulae inte- 
grales inventae ita repraesententur 


ox — 
K'YGs—325s dr eux -—A, 









xx — 5b a 
Y (ss—3bs 3 cxx — .A v! 
xxox — (1.35b aa 1.5.ab 
Á£ (56 — aba pez) — oie 7d 195^ — tU 
f x*üx —— (1.8.5555 4.8. 5aab 13.50b | 1.8.ge* 
Y(sa—2bx-Fexx) — M.2.869 — iie) 77 1.2.8c9 7" 1,3.8cc? 
Lo x*Óx Lá f1.3.5.105 1.8.5. 6aabb. , 74.8.25 
V (ia — àbz 3 c2) —(PEruus 1. c 13344) 














1.3.5. 57ab? 1.5.11a*b 
. TO73. -3.4e di de 


$. 55. Instituamus nunc in genere istam evolutionem, su- 
mendo s — z^" y (aa — 20x -- cxx), et quia hinc fit 


às— naax^i—-! Qx — (2n - 1) bx" 0x -1- (n -- 1) xh o- 1 ax , 


Y (aa— 25x -1- cxx) 
inde vicissim integrando colligitur 


14-13z m 
Q4 10 C faz eio) -—Qn-J1:) E 


an—1!9x 


m naa yis sis ua] 4- a^ y (aa — 2 bx: -- ezz). 
Quod si vero jam ante elicuerimus 
xt—!9x — 
f vocum MA — 9 « 
a^ ox — 
f zs — NA -—Z, 


ita ut hae duae formulae sint cognitae, sequens ex iis ita determi- 
nabitur, ut sit 


5* 
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n4d-i ( 
) fn ur; Vrae ES. Y(aa—ibu-pexx) — — E e eid 4 

— Gai-ri)b€ naa 

— GRÜüe C] (eene 
Hoc igitur modo has integrationes, quousque libuerit, continuare 
licet, dum ex binis quibusque sequens epe hujus regulae formatur, 
ita ut omnia haec integralia vel a logarithmis vel ab arcubus cir- 
cularibus pendeant, prouti coéfflciens c fuerit vel positivus vel ne- 
gativus. Manifestum autem est'istos valores assignari non posse, 
nisi exponens z fuerit numerus integer positivus. 





3) De integratione formulae f */«-£*2, aliarumque 
ejusdem generis, per logarithmos et arcus cir- 
culares. —. M. S. J4cademiae exhib. die 16 
Sept. 1116. 


$. 56. Cum mihi non ita pridem contigisset , integrale hu- 
jus formulae f BY (Ee) per areum circularem et logarithmum 
exprimere, haec integratio eo magis mihi visa est notatu digna, 
quod nullo modo perspiciebam , eam ad rationalitatem perduci 
posse, quandoquidem certum est, istam formulam , quae simplicior 
videatur, /Ox y (1 4-25), neutiquam ad rationalitatem. revocari 
posse, neque enim videbam, accessionem denominatoxis 1—zx 
hanc reductionem promovere posse, hincque concludebam dari ejus- - 
modi formulas differentiales irrationales , quarum integralia per lo- 
garithmes et arcus circulares exhibere liceat, etiamsi nulla substitu- 
tione ab irrationalitate liberari queant: quaequidem conclusio utique 
valet pro formulis compositis, quanquam enim istae formulae 
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—Xf oc 
ya T2 Va x5 


ad rationalitatem reduci possunt, tamen formula ex iis composita 


f oz vs 4- B 
y a 3-25 "^ Y à 4 25 
per nullam plane substitutionem ad aliam formulam rationalem re- 
duci potest; propterea quod utraque pars peculiarem  substitutio- 
nem postulat. 


$. 57. Interim tamen cum formulam propositam 
f àx zy e: z) r] 


attentius. essem contemplatus, inveni, eam ab irrationalitate liberari 
posse, ope hujus substitutionis prorsus singularis 


— Y( 2f) -J- Y (1 — i 
X—U— y: 0757 
Hinc enim fit 
— at 2t 
Ós — — syiü-E*) — sviu—u] 
quae duae partes ad eundem denominatorem reductae dant 
— at 
9x — — gy; 79 V (G — £0 H- Y (1 2-0. 
Cum igitur sit . ; 
y G -4- t 4- y a — tt — tzy2, 


hoe valore substituto fiet 
— zot 
0s — — pyü— 
ita ut sit 


Q8 — — z39tY( a5 . 
— fü —swYü-—m) 
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$. 58. Porro autem sumtis quadratis erit 


zc LL icYü- xYg LI, 


unde colligimus 
i-a — tft zÓ —YGEM DG 4-0 4- y — t0], 
sicque ob 
y a 4t) 2- y (4 — tt) —tizy2, erit 
— xY2 (4 -r tt) 
1o-Loxz — £v:0 Em, 
Simili modo erit 
" 1 —tt-- Y (1—t* 
1 as (ttem) Vince 
—m-Yec]ya-uaydau)--—iiiam, 


Hinc igitur sequitur fore 
2xx y (1 — t4) 
tf UC 
qui valor in nostra formula substitutus praebet 


3$ — - BY G o «9, 


1—sx*5—— 


2s (4 — P) 
$. 59. Deinde sumtis quadratis habebimus 
(1 4- azy — fO et 


2zx (1 —- tf) 
———ÀZÀs 


2 — 
(4 — xz) — H" 


quibus additis prodibit 

 -Ezzy-4-(0—z2:)-—2 4-a5) zig, 
unde fit 

YQ 4 25 m 
quo valore substituto nostra formula abit in hanc 

— 4 at . 

98 — y.1— 

quae ergo formula est rationalis et solam variabilem £ complectitur. 
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$. 60. Cum igitur porro sit 


NN 1 1 
p—*c—— deam: d-d4d pne 





tum vero integrando reperiatur 
f EE. — Arc.tang.f, et 
f 3 —,]:00:—4,4t 
pL—ma c4 p —iy—we 
quibus valoribus substitutis reperietur 


—.4 1 1t 
S — jy; Are. tang. £ -H- sy; ly — 


Quare cum regrediendo sit £ — É: zi» Süpra autem invenerimus 
1 --oa* — "5, eni gp — 21255., 


hincque 





—(t- t — 1-— 
1——Hu-ULZSX, ideque y (i —tf — y 


his veloribus substitutis, integrale quaesitum per ipsam variabilem 
z sequenti modo exprimetur 


9xY (1-2-x*) Y y(a 
[9L —— $73 Arc.tang. d Yun Mom 


$. 61. Hic autem merito quaeretur , quonam artificio ad 
substituionem illam, quae primo intuitu a scopo prorsus aliena 
videtur pertigetim ? quandoquidem nemo certe in eam incidisset, 
neque etiam ipse memini, quanam ratione ad eam sim perductus. 
Verum postquam omnia momenta accuratius perpendissem , me- 
thodum multo planiorem detexi, qua istud negotium sine tot amba- 
gibus absolvi potest, quam igitur hic perspicue proponi: conveniet. 
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Methodus planior et magis naturalis , formulam integralem pro- 
positam. tractandi. ! 


$. 62. Quo ex formula 08 — nv oet) irrationalitatem 


saltem. apparenter tollamur, ponamus y/ (1 -l- z*)—— px, ut fiat 





25 — gem. Cum jgitr sit 1 --z*-—ppzzs, ert radicem 
extrahendo 


az — &pp- Y qp — 0. 
Ponatur hic 1pp — q, ut habeamus 


az —q-4-y(—9,.e 


231 — 0 [q -- ya — 1), 


hincque differentiando f» —ru- : ergo loco q restituto va- 


lore ipp, erit TENET MN Sicque flet sys. quo 


P 
valore substituto fit 0$ — G—» orm 


$. 63. Ut nunc hinc quantitatem z penitus ejiciamus, quo- 
niam invenimus 


zx YQ), erit 
z*5— Tecra ^—2H2 , hineque 


414—225 LÀ4EL "m —.YGt-2 [prey quo, 
Unde colligitur fore 455. — — Pg quo valore substituto 


impetramus formulam differentialem rationalem per novam variabi- 
lem p expressam, quae est 


298 —— Z2). existente p — £2, 


unde idem integrale, quod ante nacti sumue, deducitur. Similis au- 
tem substituio cum successu adhiberi potest in formulis inte- 


gralibus multo magis generalibus; veluti in sequente problemate 
ostendemus. ] 
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. Problema 16. 
$. 64. Propositam formulam integralem $— Jf QzY (a-Flez ext) ^ 


a—cx* 


ope idoneae substitutionis ab omni irralionalitate liberare. 


$olutio. 


Ad speciem saltem irrationalitatis tollendam , ponamus 
y (a -4- bxz -poex*) m pm. 7 


ut habeamus $ — I3. Cum igitur sit 

p— Y (a 2- i -4- ex) erit 

à "X ax -- ex* 0x. — 20x -- cx*üx 

p— mxY (ad-bxx-rex^) —— —— pat À, 
unde erit 

LL grob 

ox — ZI—ES 

quo valore substituto fiet 


,Pbx*Ob 


98 —— (a — ex*)* 





$. 65. Deinde cum sit 

a - ex* — (pp — b) zx, 
hincque porro 

(a Mp ex! — (pp — bya*, 
aufferatur 4acz*, ac remanebit 

(a — cz*y — (pp — b* — 4ac] x*, 
quo substituto formula nostra fiet 

95 — — gym Mis 
Sicque quantitas variabilis x penitus e calculo est extrusa, ac de- 
ducü sumus ad formulam differentialem prorsus rationalem , cujus 


ergo integratio per logarithmos et arcus circulares nulla amplius 
Vol, IV. 6 


42 SUPPLEMENTUM I. 
laborat difücultate. Quin etiam formulae adhuc generaliores eodem 


modo feliciter tractari poterunt. 


Problema 17. 


y 66.  Propositam hanc formulam integralem | 


$— f[9— z^— 3 Qz V (a -- bx? 4r cx?) 
m a-—cx^ 


ope idoneae substitutionis ab omni irrationalitate liberare. 





Solutio. 


Utamur igitur hac substitutione 
V (a -- bz" -- cx$") — pz, 
ut formula proposita hanc induat formam 


— pxr^— 30x ; 
08 — E—um 


tum vero cum sit 


»— 8 -bbx^ px 
P ——w 


erit differentiando 
pil 5G, 


unde fit 
pini 


Qy ——— RUM 


quo valore substituto formula nostra induet hanc formam 


LL Pap 
9$ — — (s — ety 
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$. 67. Deinde cum sit 

& -- cz?" — (p' — b) z^, erit - 

(a -]- cz?" — (p^ — by a?" 
hinc subtrahatur 4acz?", et remanebit 

(a — cai"? — (p* — by — Aac) a*^, 
substituto igitur hoc valore fiet 

98 — — gr— —1 , 
quae ergo omnino est rationalis, atque adeo integratio per loga- 
rithmos et arcus circulares facile expeditur. 


Problema 18. 


$. 68. Invenire formulas integrales adhuc generaliores, 
quae ope substitutionis 


V (a -4- ba^ -L cx") — px 
^ad rationalitatem perduci queant. 
Solutio. 


Quoniam in praecedente problemate invenimus, hanc formu- 
lam differentialem 








& — ca^ 
ope hujus substitutionis reduci ad istam formulam rationalem 
pop . 
p — b? — dae erit 
Pa"—?0z y (a-bz" ca?) — Pp" op 
a — cai m (^ —b*— 4ac" 


6* 
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ubi loco P functiones quaecunque ipsius z accipi possunt ejusmodi, 
ut facta substitutione praebeant functiones rationales ipsius p, id 
quod infiniis modis fieri poterit, quorum praecipuos hie per- 
curramus. 


$. 69. Cum vi substitutionis sit 
V (a 4 bx* -—- cxi?) E 
o £—»n 
loco P potestas quaecunque ipsius p assumi poterit, quae sit p^. 
Sumatur igitur P—— p^Q, eritque etiam 
P— Q Y (a -- bz* -- exit 
———MMÁÉÀ————i 


quibus valoribus substitutis prodibit ista aequatio 
Qz*—^—* x V (a-i- ba^ € caf)! Qp^--* 3p 
a — cgit 7 Q*—b— 4a 
quae posterior formula denuo est rationalis. 


$. 70. Deinde in praecedente problemate quoque inveni- 
mus esse 


(a — cez2n)? 
—ao cg" — by — 4ac, 


quam ob rem pro OQ sumamus potestatem exponentis i harum 
quantitatum , vel potius harum quantitatum reciprocam , scilicet ca- 
piatur 

gin 1 
—— dai 7 Lu—ÓdÁá————s: 
(a — cxi" [(p* — 5»* — A4acy 


Q— 


Quibus. valoribus substitutis  obtinebimus formulam  latiseime pa- 
tentem hanc ' 
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zi H)n7 10x V (a -- ba - eaimycrt Lu. p'*^9p . 
(a— ca 292i t . — [p"—5* V Aacjt! 3 


ubi pro litteris À et i numeros quoscunque integros sive positivos 
sive negativos accipere licet, perpetuo enim formula differentialis 
per p expressa manebit rationalis. . 


$. T1. Quin etiam haec reductio multo generalior reddi 
potest, propterea quod necessum non est ut A sit numerus inte- 
ger: Quaecunque enim fractio pro A assumatur, formula per p 
expressa semper facile ad rationalitatem reduci poterit. Si enim 


ponamus À — --, membrum dextrum fiet 


vy? 
y» -J- n 
p ' Op. 

UU Km — b — 4a! 


quae rationalis redditur ponendo p — 4", erit enim. 9p — vq'719q, 


ideoque hoc membrum . 
yqud- nk v—1 24 
Kg" — 5? — a4acic! M 
Nunc autem uti oportebit hac substitutione 
V (a 4- bx* -- ex?7) — 4m, 
atque habebitur ista reductio 


; [3 r1 
aO n-,—2 Ox y (a -- bx? —- cx?") v 
mnm (aimi 0 

— yg t vnb v—i 0q 
—7 G9 dae 


quae postrema formula utique est rationalis. 
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$. 72. Ut etiam in membro sinistro exponentes fractos ip- 
sius 2 tolamus, ponamus z — y', eritque 


yGH0 0v —uR—v—1 oy Y (a 4- by^* &- cg? "e ^ 
7 (a — cy? msi F1 
gh try 9g 
7 [(g** — 5 — 4ac]iti* 
quae expressio autem multo generalior videtur, quam revera est. 
Si enim loco ny ubique scribamus m» resultat ista aequatio 
-. yit 0s—h—r—1 oy V (a 4r by -4- cy?" v 
(a — cy? nci 
get" Ta2—i 09 
Uo Rn —i4) aa 
haec autem aequatio manifesto non discrepat ab illa $. 70. alla- 
ta; si enim hic loco j.-]- y — 1 scribamus A et loco g et q ut 


ante z et p, ipsa praecedens aequatio reperitur, sicque sufficiet 
loco A numeros integros assumere. 


Corollarium. 


. $. 73. Quo clarius indoles harum formularum perspiciatur, 
sumamus n — 2, et formula differentialis  variabilem x  invol- 
vens erit 

zÀ5—^ 9x y (a -4- bzz -4- ext 
(a — cadit , 
quae facta substitutione y/(a -- bzz -]- cz*) — px, tránsmutatur 
in hanc rationalem 
p p 


U [ee — 5» — 4adi-i* 
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unde sumendo À —- Ài resultat ista aequatio 


àz y (a 4- biz -- ez hA ihi E pt? 9p 
—— (a — cab)yi1 — [pp — 8» — Aac] t1" 


in qua si porro ponatur i—c 0, fiet 


QzY(a-d-bxx- cx) |. — ?b9op ; 
a—ca* -—— P—b —dat 


quae si insuper ponatur a — 1, b — 0 et c — 1, praebet 


3x Y (12 - x*) —.. bb ^ 
Ud-—-  — $—4i4 


quae est ipsa reductio , quae supra (. 63. fuerat inventa. 


Corollarium 2. 


$. 74. Si sumamus n — 3, prodibit ista reductio generalis 


ai Mt Ox V (a -- bx -- cx 5) EN p? 3p . 
(a — cz6yitt 7 fp —by—aAact! 
quae ponendo i — 0 migrat in hanc 
z—^tiür y(a--bx--cx) ei p39p m 
(p) —by — 4ac* 








a — ca 


posito vero 0 —: 0 , haec prodit formula concinnior 
z—i)zV (aecx5 io p'**àp 
a — cab 7 p6 — ac* 


cujus duos casus evolvisse juvabit. 


L Sit A— 0, eritque. 


zór y (a-4-ex5) ^ pop | - 
6 — cx — pé —4ac* 
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quae concinnior redditur ponendo zx —c, reperietur enim 


ayi(a-4-cy —. — 2p 0p 
a — ey? 7700 p6— ac? 


IL Sumto autem À — 1, ista prodit expressio 


Oz y(a--ex99 — p ap 
a — cx —7U pÉ—aa 


$cholion. 


$. 75. Ex his exemplis satis intelligitur, quam egregie re- 
ductiones ex nostris formulis generalibus deduci queant, quarum re- 
solutio, nisi methodus nostra adhibeatur; omnes vires analyseos su- 
perare videatur. 





4.) Memorabile genus formularum differentialium 
maxime irrationalium, quas tamen ad rationa- 
litatem perducere licet. —. M. S. :4cademiae 
exhib. d. 45. Maii 1717. 


$. 76. Cum nuper hanc formulam differentialem 
ox 
 — zz) y (222 — 1) 
tractassem — eamque singulari modo ad  rationalitatem — perduxis- 
sem , mox vidi eandem methodum succedere in hac generaliori 


oa 


(ar 6x2) Y (a 4- 2bza)' atque adco in hac multo generaliori 
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ox 
(a -]- bz?) *J (a -41- 252) 


vis altum assurgere potest; cujus resolutio sequenti modo instituitur. 


, ubi irrationalitas ad ordinem quantum- 


: : uat z — 
$ 77. Utor scilicet hac substitutione 3V a 1 2525) LZ, 


'ut formula mostra integranda , quam per O V indicemus, fiat 





ay — 3s "FER sumtis ergo logarithmis erit 
IZ — dm o— ód(a- 25, 
unde differentiando fit 
oz | 02 bznh—!0x 9x (a.-1- ba"), 
Z — x ^ 'a-zbx —— x(ac-£bx") 
erit ergo 
35 2 9Z(a-- 2bxt). 
^w — "Z(sQ dx") 


hine ergo nostra formula erit 
Qv — (iiem, 
(a 4- ba^) 
Cum igitur sit 
2n . 
Zi» -— B ert a -- 2bx" — fmt 
ideoque 
— x"^9Z  - 
ov — Zi"(a bx . 
Cum porro sit aa -- 2 abz? — tm , 8ddatur utrinque 552^, 
et  prodibit . 


- (a x bay — p 2- bba: f Eten, 
quo valore substtuto nostra formula evadet 
Vol. IV. . 1 
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L3 
av — a -- bz" 


| . 
quae ergo formula est rationalis, ideoqge per logarithmos et arcus * 
circulares integrari poterit, ] 


$. 78. Observavi porro, cum hic post signum radicale tan- 
tum binomium involvatur, ejus loco quoque trinomia, atque adeo 
polynomia introduci posse, Pro trinomiis autem formula differen- 
tialis talem habebit formam 


x — PE 
0000 (a2 bz?) V (aa 4- 3 ab^ 2- 3 bb?) " 


ubi ergo irrationalitas ad ordinem multo altiorem ascendit. Nihilo 
vero minuà etiam ista formula ab irrationalitate liberari poterit ope 
similis substitutionis 
zx 
2— woacriam riz 

y/ (aa 2- 3 abx^ 2- 3 bb a3") 
hine enim sumtis logarithmis per differentiationem nanciscemur 
az 8x ^ ab^ —*0x—2b5xh— 1 9x 


I 





z x '- ' ar8ahP-Lsbbig s» Seu 
Sz. 8x (a-- ba)? 
. (7E —. &(aa--Saóx* 4-8 bbxa 9] * 
ideoque 
9x .—. 9Z , aa-|-3abxh -1- 3bbx*^. 
kgCCRXE S. (ac bx")  —— 


1 


Cum igitur nostra formula jam sit QV — En introducto 
elemento OZ, obtinebimus 


(oZ (a2 -1- 3 aba -- 3 bbs) bbxem). 
ov — (a-rba3)9 
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$79. Cum igiur vi substitutionis sit 
y/(aa -- 3ábx" -|- 3bba?") — f, erit 


Z 
xm 


aa -- 3abx* -. 3bbx?" — 7;a- 
* .Multiplicetur utrinque per a, et addatur utrinque 522", eritque 


(a -- ba") — Etym. 


hoc igitur valore substituto ex formula nostra litera z penitus ex- 
- oz C " ; 

cludetur, prodibitque 9Y— Lm Cujus ergo integrale semper 

per logarithmos et arcus circulares reperire licebit. ! 


$ 80. Pro quadrinomiis autem ponamus brevitatis gratia 
y (P 2- 4aabz^ -- 6 abba?" -. AD? 531) — 8," 
ac formula ad rationalitatem reducenda proponatur haec 


ivy — az 

9v — (sns 
id quod simili modo succedet ope hujus substitutionis * L—Z une 
de formula nostra erit OV —2s . PE E Cum nunc sit 


9S8 aabxf — * 9x -L- 3 abbx 3h — 19 -4- 35223* — 1 9x. . 
s — a*-r Aaubx* po 6abbx 3 h-p-4b93 8 7 C 207 
sive . 
8S .. Oz , bx"(aa-1-Sabxh -j- 3bbx*") 
* —x-' 84 , 
" Zz az as 
erit az — OT — Cy consequenter 
t n) " . ge 
LG. (EP. hineque 99 — 29797 


* — Z(a-rba*y 
- p 


$2 BUPPLEMENTUM I. , 


quo valore substituto formüla nostra erit 
av — SML 


(sr bat) 


$. 81. Cum autem sit 
S4" — a5 -1- 41 aabz* -- 6abbz?" -- Ab3z3" , erit 
a gà* -- pA gan — (ac b25*, 
quo valore substituto erit 


— $4232 : 
9v — ash -p- b x4 


quia igitur posuimus Z — $, erit $ — 7, ideoque S4" — 
qui valor surrogatus dabit 


zin 
z45? 


mE az 
9Y — juwueB 
^ Sicque itidem ad rationalitatem est perducta. 


$. 82. Hinc jam facile intelligitur , quo modo pro omni- 
bus polynomiis formulae differentiales comparatae esse debeant, ut 
tali substitutione ad rationalitatem perduci queant, id quod in se- 
quente problemate expediamus: 


Problema 19. 


$. 83. Si proposita fuerit haec formula differentialis 
9p — NEEEEEE M 
(a -- bz?) '/ [Ca -1- bay — PaM]* 
eam ad rationalitatem reducere, quantumvis magni numeri pro 
n et ^ accipiantur. 
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Bolutio. 


'Ponamus etiam hic brevitatis gratia 
Y (a -- b — P27--—s, 
ut formula fiat 


— 9x 7 
ov — (a or bx) s^ 


fiatque insuper 5 —— ZZ, ut habeamus 


— 80x Z . 
9Y — wo ad bx 


Jam logarithmos differentiando reperietur 


as bxn— 19: ban) — ai Pa —1x n 
à t (e) c— bx , Sive 
9S , 3x, bxh(a-L- bu?) —* — MA 
S — x USA 

Cum igitur sit 22 —2* — 38, hoc valore substituto erit 

LS Zz x s 

9Zz .. Ox CECI E oim : 
Z —mw AT ——? 


* 
hincque vicissim erit 
8s L— si"3z 
* — aEGeex—it 
quo valore substituto impetramus 


——  83z 
9Y — gc ESÀ 


quia nunc est (a-]- b37)^ — 8^^ -- D^ g^, erit 


— s^naz 
9Y — ique 
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: . An. » 
Denique ob $— 7, ideoque $^» — fa. hoc valore substituto - 
obtinebitur ! 


— L23z ; 
9Y — CEP»! 


quae est rationalis unicam variabilem Z involvens, cujus adeo inte- 
grale per logarithmos et arcus circulares assignari poterit. 


Corollarium £1. 


$. 84. Eadem solutio etiam locum habet, si pro À mu- 


meri fracti accipiantur, qua ratione post signum radicale denuo ra- 
ES , erit formula radicalis. 

202 | 
S — y [(a.4- àx»" — b"zzx], 


et formulae nostrae 


dicalia involvuntur: ita si fuerit A — 


' — 9x 
9v — (a 3- bx9)s 
integrale erit 


1 Z 1 EI 

voL f 2 zc , Are. tang. 0^ Z. 

a J — — 
152 ZZ abs 





Corollarium 2. 


$. 85. Quo haec clariora reddantur, capiamus a — t, b —1, 
et n—cÀ, ut pro postremo casu sit 
7 Oz 
S—y[12- &*55 — zz], et QV — ——3À9À——————á 
Yt ) ? (428 x5) y [Ct 2-259 — zz] 
cujus integrale posito 
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z : 
Z-— y WX a5 — au erit 
x 
Ó ylicz5006—zx]- 
Sin autem manente n — 4 et a — 1, fuerit b — — 1, ideoque 
$— y(4 — 255 — ezy — 1), 
ipsa formula prodiret imaginarja. 


- ^ 
V — Arc. tang.Z, sive Y — Arc. tang. 


Corollarium 3. 


$ 86. 'Pro 'eodem casu Ai, sit nz 6, a-—1 et 
b—1, eritque , 
$-— yl -r-a5) — zz], ideoque 


av — m 

7 0 4 a5 y 4-255 — zz] 

Cujus intégrale posito 4 —Z, erit ] 
"E 


V —— Arc. tang. Z — Arc.tang. VIG a5 — ap 


'Similique modo alia hujus generis exempla pro lubitu formari pos- 
sunt; verum quamquam formula problematis admodum est genera- 
lis, tamen adhuc multo magis. generalior fieri potest, uti in se- 
quente problemate sumus ostensuri. 


207 Problema 20. 


$. 87. $i proponatur ista formula differentiaiis multo- ge- 
neralior ,' quippe in qua íres occurrunt exponentes indeterminati 
.A^,n, eim, 


$6 . . SUPPLEMENTUM I 


3r m . gm-—1i9z BEEN 
7 (a-- bx) [(a 4- bx) — Pray 


eam ab irrationalitate liberare. 


Solutio. 


Ponatur iterum brevitatis gratia 
NY [(a J- ba^ — b» —s, 
ut formula integranda proposita fiat 
av — axn—r9s — 0 2x. xm 
— (a-bx5)sm — "x (a bx) Sm ^ 
quae ergo si porro ut ante statuamus $—z. fiet 
39x. z^ 
9v —w- adt : 
unde variabilem z^ penitus eliminari oportet. Quoniam nunc am- 
bae litterae S et Z eosdem habent valores, ut in problemate prae- 
cedente atque adeo ipsa formula OQ V oriatur, si praecedens per 
77-1! multiplicetur, etiam integrale quaesitum obtinebimus, dum su- 
perius integrale per Z? —! multiplieabimus, quo facto erit inte- 
grale quaesitum. 


— 4 zm———1:9z 
v—illUrRBIC 


2 Corollarium t1. 


$. 88. Si exponentem m megativum capiamus, irrationalitas 


in numeratorem transferetur, ita posita m — — 1 habebimus 


av — Ox » [(a -- 6x** — P a^] 
m zz (a-|- bz") ,? 
cujus ergo integrale per Z expressum erit 
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—2i 
y imagi BXZXW)* 


Quin etiam per hune exponentem 7 irrationalitas simplicior reddi 
poterit, veluti si sumamus m — 2, erit 
2 z^—ti ox 
V m —L————————- 
(a -1- b?) j/ ((a -1- ba) — Gup 


Cujus integrale posito Z — $-, reünente S superiorem valorem 
erit 


—aAipm£—ím 
v sf PAZ 


Corollarium 2. 


$. 89. Deinde vero etiam si pro m. fractionem assumamus, 


irrationalitas adhuc magis complicabitur,: veluti si sumamus 7 — 1, 
formula differentialis jam erit 


ox . 
v -— . 

2 (a 4- bay a [(a 4- ba*)* — b^ a^"] 
Verum hic caásus' facile ad primum problema revocatur statuendo 
X —uv, ita ut sit ^ 

20v 

(a 4- bv?) 9i (a 2 by$* — p yf] * 
quae formula a' primo problemate aliter non discrepat nisi quod 
hic exponens n duplo sit-májor. 


ov — 


Scholion. 


$- 90. Quamquam binae litterae a et b pro lubitu tam 
negative, quam positive accipi possunt, tamen occurrunt casus, qui 


Sub hac generali forma non comprehenduntur: veluti si propona- 
Vol. IY. ! 8 


1 
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; ox ' . 
aec formula —————— ——7— ——————— , haec in problemate 
tur haec fo  —zzy (2zrxz-—1) m prope 
primo non continetur, quia fieri deberet aa — — 1, quod cum in 


genere evenire posset, etiam problema generale ad hunc casum 
&ccommodatum subjungamus, 


Problema 21. 


&. 91. Si ponatur ista formula differentialis latissime 
patens íres exponentes indeterminatos involvens 
m—!0x 
9p L- z ————Édáá 
—9 WU» —. [/^a^* — Qf m g»]" , 


eam ab omni ilie liberare. 


Solutio. 


Statüamus ut 'ante brevitatis gratia 
y D^S* — dq- —39)-8, 
tum vero Z — — g» Ut formula differentialis fiat 


— a zm 
QV — P xd 
Nunc autem sumendo differentialia logarithmica est 
89S | | 2x xA LL fan (fut — —t 
8s — 92, at s fo ger c ot, 


$ — 
atque hinc colligitur fore 
3Zz 3x 8S 0x | g(fz* — gt 
Z —'. sx , 


Sicque habebitur 
àz 20. S^ 





Uu 
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quo valore substituto nanciscimur 
— zm—19zs9n 
9Y — pgs 
Manifesto autem est. (a^ — g^ — f^z^* — $^ , ideoque 
ov — zm—:9Maz . 
C o gQNam p smt 


LÀ 


unde postremo ob $ .— 7. concluditur haec forma 


— 2^—192 
OY — qz 


quae formula a praecedentibus. tantum signis discrepat. 





SUPPLEMENTUM IL 
AD TOM. I. CAP. IIl. 


DE 
INTEGRATIONE FORMULARUM-DIFFERENTIALIUM 
. PER SERIES INKFINITAS$. 





De resolutione formulae integralis, /2»—13z (A 4- 2^ 
in seriem semper convergentem. Ubi simul 
plura insignia artificia circa serierum summa- 
tionem explicantur. M. $. J4cademiae ez- 
hib. die 19 dug. 1119. |: 
$. 1.  Obtulit se mihi nuper haec formula integrelis 

JOz y (A --x*), cujus valor, cum casu quo A — 0 sit 12?, in 


mentem mihi venit, eos ejus valores investigare, quos induit, quan- 
do A est quantitas valde parva. Mox autem vidi, hoc vulgari 


evolutione praestari neutiquam posse. Cum enim sit 


y A95 zybBx(-m e 
"ideoque per seriem 
y c 25 my Bx(tc E — Eris dopié ras elo) 
erit valor formulae hujus integralis 


JOz (A 2) — yx aei En . $us Era E ete) 
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quae series ergo manifesto maxime divergit, quoties A fuerit quan- 
titas valde parva, atque adeo, quoties fractio ái unitatem superaverit. . 


$. 2. Ut igitur ad scopum propositum pertingerem , ipsam 
hanc quaestionem sub hac forma sum contemplatus: alorem for-. 
mulae integralis f/àx y (A - z5 4 termino z —/0 usque ad: 
terminum z —la extensum per seriem semper convergentem ezx- 
primere, quicunque valor litterae A tribuatur. Hunc in finem for-  . 
mulam A -j-z* sub hac specie repraesento uni 
Ara — (a — x5, 
sive hac ! . 
y, r3 a* — x' 
(A -F a5 (1 — LL) 
Hinc igitur erit 
y (A--2*) — y da x [1— 4. TIE-HDGAY - etel. 
Sicque totum negotium huc redit ut harum formularum integralium 
Jüz (a* — a5), f 9x (a* — x5, 0x (a* — x53, etc. 


valores ab x: ——0 usque ad z ——c a extensi invesügentur, unde 
primus terminus /Ox dabit a. 


$. 3. Pro secundo termino habebitur integrando 
fàx (ah o 25 — ais — jz* , 
eujus valor sumto z——a erit $a$. Pro terio termino erit 
f0x (a* — z* — aix —i a* a5 4-422, 
quae expressio posito c-—a abit in i52. Simili modo pro 
quarto termino habebimus 


Jàz (a — 2* at a —4 E — Es: :8. d ath. 
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Eodemque modo reperitur fore 


LL 48.8.12.16 4 
fx (aà — 2*5 — Eyuua 


et ita porro. Hane autem elegantem progressionis legem infra 
sum demonstraturus, 


$. 4. His igitur valoribus substütutis, totus valor integralis 
quaesitus reperietur fore 
"n a^ 1.1 4.8, a4 wy 1.1.3 4.8.12 3 
ay (ea) x [1-]- zar da t $8 ess "ice 158-18 (c y^-ete. 
Quoniam hic duplices coéfücientes occurrunt, si singulos factores 
priorum tam supra quam infra duplicemus , ista series contrahetur 


in sequentem 
A a4 . 6 5, 2*5 43 
| ay (Aa )x [—$.zv3— £$ GE s GR —ete], 
quae series manifesto semper convert, propterea. quod non so- 
hm coéfficientes haud mediocriter decrescunt, sed etiam formula 


& avs unitate est minor. 









$. 5. Jam nihil obstat quo minus loco a restituamus ipsam 
quantitatem variabilem z, sicque valor hujus formulae integralis 
fO y (A -p-z*) exprimetur per-sequentem seriem semper con- 
vergentem 
zy -25) x [1—8. Lu — £3 Gi) — 233 adu) etel. 
Hic casus quo ista series minime convergit, est ille ipse, quem ini- 
tio commemoravimus, quo A — 0, ipsumque integrale — 1z?. 
Posito igitur A — 0 pervenimus. ad sequentem seriem maxime no- 
tatu dignam . 


3 :- : 2.2.6 2.2.6.10 
zt 1— — $29.45 — 859-187 — 02» 


cujus adeo summam novimus esse —is, ita ut jam habeamus 
hanc summationem 


jci—i- PBI—ÓPBÉ— BE e 
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eujus demonstratio altioris indaginis videtur. Interim tamen quo- 
niam ejus summa est cognita, veritas sequenti modo ostendi pot: 
est, Hine enim erit 


PÓEPG Sud ode cad 


quae aequatio in j ducta dat 
2.6 — 
:ckgot X ceu e — FH 
Transponatur hic primus terminus in alteram partem, et multipli- 
cando per $ prodibit 


6.10 140.44 IN 
d$ casque c— E 


Translato iterum primo termino ad alteram partem factaque multi- 
plicatione per ,, colligitur 
10. 14 10.14.18 m 
ÓcbGHP- gum dana ey 
Simili modo progrediendo prodibit 
14.18 14.18.22 mE 
!o Hoe alm ck nues ct c6 — 4. 
18.22.26 


Óc-kdbde us d-assos d. 6 — Y. 


Sicque innumerabiles nacti sumus series, quarum summa est cogni- 
ta, et quoniam lege aequabili ulterius progrediuntur, signum hoc 
certum est summam primo datam esse justam.  Hano autem in- 
signem veritatem infra, ubi rem in genere persequemur ,' accuratius 
demonstrabimus. 


Problema generale. 


Formulae integralis f/3/^ —1 9z (A -4- 1")* valorem a ter- 
.mino z — 0 usque ad x a extensum per seriem semper con- 
vergentem. exprimere. | 
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Solutio. , 


$. 6. Formulam A-|-z" sub hae forma repraesentemus 
A --a" — (a^ — 2"), quae reducitur ad hanc . 
g^ — x 
4 c5 —ix 
sicque formula integralis proposita erit 


4 a fami óz (1 — pes EE 





At facta evolutione est 

G — IX —b—i EStG e 
quae ergo series ducta in 27710 ita integrari debet, ut inte- 
grale ab z—0 ad z-——a extendatur. Hinc patet totum negotium 
reduci ad hanc integrationem /z"—*0z (a" — 2"y', cujus vàlor 
casu quo ( — 0 manifesto est SIS . Casu vero quo ( — 1 


erit 








—1 LIlLgsm amen 
Ja" —10x(a* — a) — ma? 
D eria c Icà, evadit minu 7 /--*, . Ac casu quo 
L2 erii 
d " m--n m4- an 
Ju 71x (a^ — a nali M pr 
quae expressio posito z — a abit in hanc amr gm 25, 
Simili modo calculo subducto reperietar 





, 


- n.2n.3n 
fen tüs Gh — recie m 


Ne autem hic inductioni nimium tribuamus, hanc progressionem se- 
quenti modo accuratius demonstrabimus. 


$ 7. Ponamus formulae Ja —! 0x (a^ — a") valorem 
jam esse inventum —— V, hincque quaeramus valorem formulae se- 
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quentis /z? —! Qz (a* — ani . Hunc in finem ponamus 
€ fam-iQa (ah — aet — A fum 7 1a (a — a9 a Ba? (a! aa i, 
quae formula diferentiata et per z»—1 Ox (a^ — a! divisa praebet. 
q^ — z^ — À 4- mB (a^ — z"y — (0 -- 1) nBz^ ; 


A 
unde nascuntur hae duae determinationes 


A--mBa* —a" et mB-r- (-- 1)nB — 1, 


qui praebent 


— mee ! mE 1 . 
A-—marGdqdga 45 PE (EDS 
$. 8. Quoniam igitur post integrationem fieri debet z — a, 
membrum litera B affectum evanescit, eritque 


- [] m 
Ja —1 Ox (a^ — a6 1 — s .V. 


am * 
-, erit - 


Cum igitur casu à — 0 sit Y — - 


Ja" — 10x (a^ — x") — PICS] ama, 


Ja — 10x (a^ — z"y — z mS RER) qm, 


n.n. 9n 


fun 7 tàz (^ — 2 — zupSGR)GE)T s 


, Unde patet ordinem supra observatum in ipsa rei natura esse 
fundatum, 


$. 9. Quia hic integralia ita capi debent, ut evanescant 
posito z — 0 , in reductione generali, qua sumus usi ubi postre- 
mum membrum erat Bz^(a^ — 27)5-3-1, evidens est, hoc mem- 
brum non 'evanescere, nisi fuerit m $- 0; quamobrem, si forte ejus- 
Vol. IV. 9 
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modi formulae occurrant, ubi exponens m fuerit vel O vel adeo 
negativus, reductiones hic inventae locuni habere nequeunt. 


$. £0. Singuli hi termini factorem involvunt comunem 
$5. qui si cum multiplicatore generali conjungatur, series per in- 
tegrationem orta erit 


(—ut Gf 
"ae 1 m A-- D 
m ' XQ —1). m.2n —— (Ey — ete. 
CRUS C(m-anm)m-) MA-ca 


ubi co&fücientes sequenti modo contrahi poterunt 


An em ,Q—2) 3 
— mn m-in m-àn ( apo -rete. 





EUN ! .Q—1)2 
£* (A dan j- — s rs Tm m-kin GE i . 
m 


Quod si jam hic loco a substituamus ipsam quantitatem variabi- 
lem m, haec Series 


.Q—20n tc x* oq: 
E 7 (Aram j 1—2 s GE mx m-F2n NAd-xu 
ev QG-2052, À—2)n » 
— mca "m-czn min GI 7retc. 
exprimet valorem formulae integralis /z"7— Qz (A -]- 2?)^ a ter- 
mino z——0 sumtum, . 


. $. 11. Casibus quibus exponens A est numerus integer po- 
sitivus, veritas seriei inventae sponte elucescit; uti his casibus 


49 8i A-1, erit 


Jam Qa (A c az?) — mde» — mis E 
quae expressio reducitur ad hanc gua x5 — amps: inte- 
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amen 





grale vero ordinario modo sumtum erit am MI quód cum 
praecedente convenit. I 
29) Si fuerit A — 2, erit . 
m a" n 
f anta Ae a) z eeany[t-— tee x ' Ae " 


quae expressio reducitur ad hanc 


AA 4- 2 Az^ -pam 
2 — hz Man Ls LPh. ain 


- m--n m-4- , 
L4 n 
^ xayrEm) ^ 
sive ad hanc concinniorem . 
am ^ 2n 
5 e45-- m-p5;A7" 4- xp v 
quod egregie convenit cum integrali more solito sumto. Caeterum 
hic meminisse juvabit, haec integralia locum habere non posse, nisi 
m fuerit nihilo major, quia alioquin integrale non ita sumi posset, 
ut evanesceret casu zc — 0. 


$. 12. Sin autem exponens X non fuerit numerus integer, 
series inventa in infinitum progreditur, ejusque veritas non amplius 
in oculos incurrit. His autem casibus forma nostri integralis sim- 
plicior et concinnior reddetur, si statuamus A —— — PE tum enim 


r3 . 
hujus formulae /z7—!0z(A-]-z") ^ integrale erit 

m Bohn 
Mad z DP GS p ,m-- n GR t 


£z [3 Rn u-d-2n 8 
m(A--aPjs ( nn m-emn. mom GE) 7t etc. 














R 9* 
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€ 13, Hinc jam summam hujus seriei generalis assigna- 
re: licebit el ; 


a a adn. 2 & .a--"^ a--2n 
1ciXdiuRXd; i-a im XS dr ete. 





Si enim hanc seriem cum inventa comparemus, erit uj, — a. et 
" " d 

m --n-——b, ideoque m — b — n ; tum vero erit X—z£za un- 

' de relatio inter "X et.z innotescit. Tum igitur hujus seriei sum- 








. . gb—n—1 
ma aequabitur huic formulae integrali f 9 divisae per 
(A d- a*)n 
ab—". . 
hanc quantitatem 7 ; ideoque ista summa erit 


(9 — n)(À 4- a?) 





Q — n (A4 atys [2 


ab—^ "(A ama 


quae autem summa subsistere nequit, nisi fuerit b» n. Caeterum 
evidens est, istam seriem semper esse convergentem, cum non $0- 
lum fractio ifm sit unitate minor, sed etiam coéfficientes omnes 
sint uninate minores. ! 


. $. 14. Casus autem maxime memorabilis, qui hic occurrit, 
est quando À — 0; tum enim nostra formula integralis erit 


m—h—1iM. o m—Hh 
Jam —h—iüs — mp? . 





huic ergo quantitati semper aequabitur sequens series 








en (ca. ut Bo. dn BUB. BER. RH-2n 


Oma C m--nm-p2i m-rc5s 


m--n m--^1 m--2n * ete.), 


' si modo fuerit z! numerus positivus, uti jam aliquoties est animad- 
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' versum. Consequenter hujus seriei 





[3 b. (12-2) ph (2 3-0) Qi 2-2) 
1d m--a T m 2-2) (m 4- 22) nn (mn F2) (m 4- 21) (m 4-35) t etc. 
summa est —^"— , quae summatio est co magis notatu digna, 


m—pu? 
quod vix ulla via patet, ejus veritatem investigandi. 


S. 15. Statim autem apparet, hanc. summam subsistere non 
posse, nisi tam n quam m — y. fuerit numerus positivus. — Cum 
enim formula nostra integralis casu A — 0 sit /z"—1-—"Oz, 
quam ab xz — 0 inchoari oportet, evidens est hoc' fieri non posse, 
nisi m — p. fuerit numerus positivus; praeterea etiam notandum 
est, exponentem 71 necéssario positivum esse debere. Cum enim in 
Analysi supra exposita hoc integrale occurrat /z7—! Qz (a" — a), 
manifestum est, si m esset numerus negativus, integrationem non 
ita institui posse, ut casu x —c 0 evanescat. His notatis istam 
seriem accuratius sum contemplaturus et quoniam ejus indoles non 
parum abscondita videtur, ejus veritatenr duplici modo sum osten- 
surus, Primo scilicet ostendam , summam  assignatam' revera ae- 
quari summae totius progressionis ; deinde 'analysin prorsus singu- 
larem apperiam, quae mon solum directe ad ipsam hanc seriem 
perducet, sed etiam ejus summam indicabit. 


Demonstratio hujus summationis: 


Boo aho Qqebn QR o, Bn non 


Tu mcn mn * maa m -- 2n m-Fón * ete 








$. 16. Hic scilicet ostendam , si omnes hujus seriei termini 


a summa inventa E Successive subtrahantur, tandem revera ni- 


hil relictum iri. Subtracto enim primo termino 1 remanet 





m—Hhk* 
" n ' reli (a. 2-7 2) ; 
Hine terminus Secundus ablatus relinquet i —1) (n-E2 * Hinc 
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porro .subtrahatur tertius terminus ac remanebit 


A. (p. -4- 2) (& -- 20) 
(m — &) (n 7-8) (ma- 25) 
Hinc jam quartus terminus ablatus residuum praebet sequens 


E (Rh -- n) C. -- 20) (& -- 35) 
Qm — &) (m 4 n) Gn -- $2) (m 4-38) 


Unde jam satis liquet, omnibus terminis ablatis tandem remansurum 
esse hoc productum in infinitum excurrens 


p. (B 7 2) (i -- 2n) (It -1- 37) (1. -- 4n) (ete. 
Gr—u n 33 Gs E) (m co) (cra) Ta" 


$. 17. Facile autem intelligitur valorem hujus producti re- 
vera nihilo esse aequalem. ^Omisso enim primo .factore Ere om- 
nes reliqui factores sunt fractiones unitate minores , quia Nsgm, 
et quoniam tam numeratores quam denominatores in arithmetica 
progressione increscunt, jam satis constat, valorem talis producti 
revera evanescere, Hic autem probe tenendum est, ut productum 
infinitarum talium fractionum in nihilum abeat, non sufficere, ut sin- 
gulae fractiones sint unitate minores, veluti evenit in. hac forma 


21.0.0. 8.H. d.e 


cujus producti in infinitum protensi valor facile ostenditur esse — 1 





$. 18. Quoniam in nostro producto singuli denominatores 
superant suos numeratores eadem quantitate m-—q., istam. formam 
generaliorem considerabo 
—9 o .LE..LS..L35... *.. et. 
z-crFA ba c-cad-caeca 
et perscrutabor, sub quibusnam conditionibus ejus valor in infini- 


tum extensus, qui sit II, revera in nihilum sit abiturus. Evidens 


-— 





AD TOM. L CAP. III T 


sutem est, hoc evenire, si eadem forma inversa 


E & —2-A,.b-rA.c--A, d--A 
: d 


HN — 7. BC c . etc. 








in infinitum excrescit. Sin autem ejus valor fuerit infnitus , etiam ' 


ejus logarithmus infinitus evadat necesse est. Cum igitur sit 
1 b . 
Dg 1tE54.1tE5 [195 .t1935 tete. 





facta evolutione reperietur 


bg Accedi d4 
—iRA (S ak Ad dL ee) 
-4PMG EA Bd Ad) 
-— etc. 


quae expressio semper erit infinita, quoties summa primae seriei 
E T E i ^4 -]- etc. fuerit infinta. Hanc autem summam 
semper esse infinitam , quoties numeri a, b, c, d, etc. in progres- 
Sione arithmetica crescunt, jam notum est et per se perspicuum, 
quod cum in nostra serie contingat, certum est, illius producti in- 
finiti valorem esse evanescentem. , 


$. 19. Circa nostram autem Urem id' imprimis notatu 
dignum occurrit , quod ejus summa m— y litteram n non involvat, 
ita ut ejus summa semper maneat eadem, quicunque valores litte- 
rae n tribuantur, quod quidem pro casu n —c 0 per se statim fit 
manifestum, quandoquidem tum series nostra evadit 


. 2 
1o4- Eo ED. E. p ete 

quae cum sit progressio geometrica, ejus summa erit —7—. Quod 

, vero summa perpetuo maneat eadem, quicunque valores. ipsi zm tri- 
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buantur, non tam facile perspicitur. etsi veritas & nobis jam sit 
demonstrata, 


$. 20. Quin etiam demonstratio hic tradita multo latius 
patet, cum adeo in eadem forma valores ipsius z variare liceat. 
lIta.si posito & loco n, pro ejus multipis 2n, 3n, Án, 6n, etc. 
Scribamus novas litteras (3, 'y, 3, e, etc. ut habeatur ista series 
n Ro.na Bo .bBTa RO 
i-cara t ma m8" ma n-FB my ete 
- 
m—h 
remanet Pu . Hine terminus secundus subtractus relinquit 
Lo (Qu 2r 
(m — p) (8 27 « 
Hinc tertius terminus subtractus 
ig. -- 2) (Qc -- B) . 
(m — Hu) (m -- a) (m 4- B) 
Unde jam patet, in infinitum tandem prodiri productum 


B (p 7 e) Oo Eme , 
(m— p) (n 4 2) (m 4- 8) (m -- Y) (m 4 $) (etc. 
cujus valor semper erit evanescens, si modo haec series 


1. LN EE 1 
k-ra ok» C kgEY Cg ee 
habuerit summam infinite magnam , uti modo ante ostendimus. 





ejus summa etiam nunc erit 





- Subtracto enim termino primb 


Analysis singularis 
directe ad seriem supra inventam perducens. 


$. 21. Ponamus | 
x (1 — a5! — Afan —1 0x (1—2*y! -- B/z^ 10x (1 —a*f — 1, 
et reperietur À — m -|- àn et B — — $n; hinc ergo si ponamus 
Ja" —1üx (1 —a" —P et fa" 1üz(1—am-1—0, 
erit 
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d? (4 — 2*! — (m -- Qn) P—(nQ, ideoque 
QE". pLELae aS. 
Quodsi jam ambo integralis P et Q a termino 2 — 0 usque ad 
m —— 1 extendamus, erit Q—t*EUXP; si modo fuerit tam 
m$ 0 quam (20. 








$. 22. Cum jam sit 29Q—,35, denominatore in se- 
riem evoluto erit 
2QQ — 9P (1 oa 4o a* qa p alt eto) : 
consequenter habebitur —'- 
Q — P -- /x* 0P -- /x?* Q0P. -4- /a5* QP -1- etc. 


quae. singula integralia ita sunt comparata, ut quodlibet &d praece- . 


dens reduci possit, ope hujus reductionis . 
ar 4 m amf b m Afua n7 s (4 — zt a. Bfzt-t Qs (4 — aj, 
pro qua reperitur À — — & — n (à -- 1) et B—a. 


$. 23. Si etiam haec duo integralia à termino z — 0 usque 
ad z—:1 extendantur, fiet 
0 —— [a a- n (j2- 1) x. *710z (1 — 29 -- a7 102 (1— 2f, 
Si modo fuerit & 2» 0 et ( -- 1 2$» 0.  Faciamus nunc a—zma4-An, 
et quia ante posueramus au —iàs amt OP, haeo aequatio 
abibit in hanc formam 
— [a 4- "n() -4- 1)] fa 77 0* 9P - af 9P , 


quocirca habebimus hanc ei 
feet 9P—; zdT5/27 —ZRis4 9p. 


LO 24. Haec formula generalis: nobis jam suppeditat sé- 
quentes integrationes speciales 
Vol. HL | . 10 


74 SUPPLEMENTUM II. 
o. : : - - 
19) Si ico fa PILIS 


29) SiA-1 | /w?^0P — aram OP , ideoque 
mcs P 


Ja" 2P — erui mri O- I) 
85 SiAzs |/w OP Lbs /7 OP, ideoque 


aM -L oma. md 
FUP OPTLETEED AyRGIDO e 2GT3 P? 


TUN - T T2 3 
45 SiXZ4 |/z Oz Lp ERU) OD R[EES) rg 





ete. etc. 


$. 25. Cum igitur ex superioribus fuisset 
Q — JP (1 4- 2? -]- x3" -]- 23? -4- z3* 1. ete.) , 
si pro singulis terminis valores modo inventos substituamus, atque 
utrinque per P dividamus, nanciscemur hanc aequationem . 
PC! sep repe FE REED T bate ED SERE wj) "t 
supra autem " ostendinius esse glue, quae ergo fractio est 
summa istius serici infinitae. 


$. 26., Ut jam consensum hujus seriei cum supra in- 
venta ostendamus, primo loco ( scribamus E, atque series nostra 
inventa hane induet formam ] ' 
M TGATEOUERROC aPRGu iR EINE wdeepu et 
cujus veritas eodem modo quo ante fueram usus, .demonstrari 
potest. Si enim a summa subtrahatur terminus, primus relinquitur 


m - ; " m(m--- * 
Et Subtracto hinc termino secundo remanet Rma Hinc 


. t. ] . . " m n -- 1) (m -- 22) 
porro tertius terminus subtractus relinquit in-En-FR) (n-F Sn -R 


et ita porro, quae operatio: si in infinitum continuetur, producti 
hujus resultantis. valor est —— 0.. Tum vero evidens est, seriem 
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hanc inventam in eam ipsam quam supra dedimus transmutari, si 
hic loco z scribatur y. at. vero m — j. loco p. 


$. 27. Coronidis loco hic subjungam seriem "multo genera- 
liorem ejusdem generis, cujus. summam pariter assignare licet, 
quam sequenti problemate sum complexurus. : 


Problema 1. 


$. 28. Proposita hac serie 4 -- B -- c28 -D £P 1. etc, 


abc 
investigare conditiones, sub quibus ejus summam assignare liceat. 


Solutio. 


Haec ergo series involvit ternas series: primam litterarum 
4, B, 'y, 9, etc. quae numeratores seriei propositae" constituunt ; 
Secundam litterarum a, 5b, c, d, etc. ex quibus denominatores'for- 
mantur; tertiam: litterarum A, B, C, D, etc. quae coéfücientes ter- 
minorum exhibent. Quemadmodum igitur ternae istae series com- 
paratàe e&se debeant, ut seriei propositae summam per expressio- 
nem finitai atque adeo rationalem assignare. liceat, hic investigabo. 


$. 29. Statuamus hujus seriei summam esse i stque ea- 
dem methodo utamur quam jam supra adhibuimus, scilicet ab hac 


summa primo subtrahamus primum ,terminum ÁÀ.et cum remaneat 


| $—At 





; -» statuamus 8 — At — a, ut habeamus ii hinc . subtraha- 
mus secundüm terminum B 7, et residuum erit se— m, Hic 


jam faciamus à — M —P. ut habeamus $. zB; unde si subtrahatur 


terius terminus cz 2p , residuum erit 28e 9 


ut habeamus SS nds terminus NM sblatu relinquit sevo, Df) 


zov E unde. "quintum 


10* " 





Fíat hic iterum- c — Dt—ó, ut habeamus 


. Fiat hic 5—Ct—- Y. 


16 . . SUPPLEMENTUM I. 


terminum subtrahendo colligitur euo. Haecque operationes 


in infinitum contnvari intelligantur, 


$. 30. "Ex his igitur determinationibus tam littera $ quam 
literae a, 5, c, d, etc. sequenti modo definientur 
$—2a--At; a— Q-- Bt; b — y e Ct; c -- Dt; etc. 
Atque his valoribus introductis residuum , postquam omnes seriei 
termiüi fuerint 'à formula t ablati, remanebit hoc productum in 


a B 'y $2 etc. 
t. abcdef etc.? 


ium abeat, tum summa seriei propositae revera erit — 


quod ergo productum si in mihi- 
i . Videa- 
Tuus igitur sub quibusnam conditionibus hoc productum evanescat. 


D 


infinitum excurrens 


n 31. Designemus hoc productum littera I, ut substitutis 
pro a, b, c, etc. valoribus inventis erit . 


H—iGYurexUPBRPSCPexcU) 
ubi acilicet. factorem E praefximus. Nunc igitu? quaeritur sub 
quibusnam conditionibus istud productum in infinitum continuatum 
in nihilum sit abiturum, —Evidens autem est hoc evenire, si pro- 
ductum istud invertatur, ejusque logarithmus eveniat infinite magnus. 
Hoc ergo locum inveniet, quando summa hórum logarithmorum 

14-25) e 11-0) eL e BD) ae LC e D) a ete — 00; 


id quod semper continget, si sumtis tantum primis terminis, qui 
omnes factorem comunem habent i, series haec 


$E yc 
habuerit summam infinite magnam, ,tum igitur nostrae seriei pro- 
positae summa semper erit —54*. 
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$. 32. Neque vero absolute necesse est, ut productum II 
penitus evanescat , sed quemcunque habuerit valorem scilicet II, 
quoniam is oritur postquam tota summa seriei propositae, quam 
ponagus — S, ablata füerit a formula 2 , ita ut sit mci — 8, 


unde manifesto fit $ — t — II. 


$ 33. Ut hoc exemplo illustramus, litteris a, (3, 'y, 3, etc. 
hos tribuemus valores a — 3, (j — 16, 'y — 36 , 9 — 63, etc. 
. praeterea vero sit £(——1, atque insuper A- B--C—D-ete ——1: 
hinc ergo determinationes inventae praebebunt 
$zc4,a-cc216,Bb—2536, c7 64, d—— 100 , etc. 
Sicque 'sevies! nostra m ei H 


: 18. 15.95 8.15.35. 63 
ode db d-dwn d ouca d^ aeuo *- ete. c 
pro cujus summa notetur esse II — 4. Ix etc. Constat 


iW :; a 3:15.95.62.99 eic 3 
futem ex quadratura circuli JZallisiana esse 4:16.36. 61-100 efe. — 


existente 7 peripheria circuli cujus diameter est unitas. Hinc ergo 
erit nci, ideoque summa nostrae seriei 8 — 4 — i: ideoque 
proxime É. 


$. 34. At. vero series generalis, quam hoc modo sumus 
"adepti, maxime est faecunda in formatione innumerabilium serierum 
specielium , cum non modo tam seriem litterarum a, (, 'y, 3, etc. 
sed etiam litterarum A, B, C, D, etc. prorsus pro lubitu assumere 
liceat , quandoquidem inde litterae a, 5; c, d, etc. sponte determi- 
nantur; tum autem talium serierum summam semper assignare li- 
Gebit, si modo velor producti in infmitum excurrentis, quod littera 
II indicavimus definiri poterit, ubi -perinde est, utrum iste valor 
fuerit rationalis sive: adeo transcendens quadraturam quamcunqué 
involvens. 








SUPPLEMENTUM III. 
AD TOM. L. CAP. EF. 
. ' DE 
INTEGRATIONE FORMULARUM LOGARITHMICARUM 
ET EXPONENTIALIUM. 





4) Evolutio formulae "integralis /2/-: 2s (I2)* , ins. 
tegratione a valore »—0 ad s—41 extensa. 
JNor. Commentarii 44cad. Imp. Sc. Petro- | 
politanae. Tom. XVI. Pag. 91 — 139. 


Theorema t1. 
$. 1. Si m denotat numerum integrum positivum quemcun- 
que; et formulae /z/—' Qz(1 — z5)" integratio a valore z — 0 
usque ad z ——c 1 extendatur, erit ejus valor: 


—£. 1. 2. 3 ..... 0* . 
— f GBSCGT3Gc3Ó.-.- G3 
Demonstratio. 
Notum est in genere, integrationem formulae 

Jf — 0r (1 — zx£)" 
reduci posse ad integrationem hujus /m/— Qm (1 — z£)*—, quo- 
niam quantitates constantes À et B ita definire licet, ut flat 

Jd 10x (4 — x£)m — Ar tQr(t ab a Bra as 

sumtis enim differentialibus prodit haec aequatio 
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sts —a8)" — Axf-10z(1 —a5)n71 4. Bfof 71 9x (1 — 26) 
— Bmgzaf-£—10x(1-z£9—1,: 
quae per zf—1)z (4 — x£y^ —1 divisa dat 
: 1 — z6 —A--Bf(1 — x£) — Bmgz&, seu 
4 — x6 —À — Bmg -4- B (£-4- mg) (1 — a8), 
quae aequatio ut consistere possit, necesse est sit 


4— B(f--mg) tt A — Bmg; 
unde colligimus 


B-— 





:o- — m. 
C pum U 5 RW 
Quocirca habebimus eem reductionem generalem 


Jf Qs (t-at^ — -— —Au fuf Oz (1—-26)n74- &7 - af(1-a£)* 


quae cum evanescat posito z —-0, siquidem 'sit y? 2» 0, constantis 
additione haud est opus. Quare eitenso utroque integrali usque 
ad z— 1; pars integralis postrema sponte evanescit, eritque pro 
casu z —1 


Juí-7 10r (1 — atjn — M ELA 9v  — z£n—1, 


Cum igitur sumto m —1 sit faf—i0m 1 — a6 — p af o, 
posito z——1, nanciscimur pro eodem casu z—c1 sequentes valores 





Jfuf-i)e (4 —ab! c R4 
gr TN 
fa-tiom a — a5 f Fr fiu 

- $—E. 349... 9. 
 fU7iosd —20 — y FECI C PER 


etc. 
hincque pro numero quocunque integro positivo n concludimus. fore 
—1 —gs5&IÍlE. Ld 
faf 19s (4 20 — 5 i. pg tpRUUUP 
si modo nunieri fet g sint positivi. t 


80 SUPPLEMENTUM Il. 
Corollarium I 


f 2. Hinc ergo vicissim valor hujusmodi product ex quot- 
cunque factoribus formati , per formulam integralem exprimi potest, 
ita «t sit 


1 2. $. .... 8 — f —-1 — 1 
visciuutiuhe — BUsd c, 
.integrali hoc & valore z —.0 usque ad x — 4 extenso. 
Corollarium 2. 
$. 3. Quodsi ergo hujusmodi habeatur progressio 
PCR PEE NE" $ iL v ete. 
Tfs' G0 U-F25) ' GT 265) G735) ' GTOG-HIE)U- pO? ^^ 
ejus terminus generalia qui indici indefinito n convenit, commode 


hac forma integrali 5 f, ff — 10x (1 — 25) repraesentatur, cujus ope 


ea progressio interpolari ; ejusque termini indicibus fractis respon- 
dentes exhiberi poterunt. . 


Corollarium 8. 


$. 4. Si loco n scribamus n — 1, habebimus 





gYg . Lt. — 22.5 gna nura 


quae per 5 s mliplata praebet 
"au "s 


1. -— - 
GE igX GT-R Gu) pi^ 2f D E 


$cholion 1. 


$. 5. ' Hane posteriotem formam immediate :ex praecedente 
derivare licuisset, cum modo .demonstraverimus esse 
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faf 3a( (afr fs as — ay 


siquidem utrumque integrale a valore x — 0 usque. ad, — 1 extendatur; 
quam integralium determinationem in sequentibus ubique subintelligi opor- 
tet. Deinde etiam "perpetuo eit tenendum, quantitates fet g esse poiti- 
vas, quippe quam conditionem demonstratio allata absolute postulat. Quod 
autem ad numerum n attinet, quatenus eó index cujusque termini pro- 
. gressionis ($.-3.) designatur, nihil impedit, quominus eo numeri quicunque 
sive positivi sive negativi denotentur, quandoquidem ejus progressionis 
omnes termini etiam indicibus megativis respondentes per forinulam in- 
tegrülem datam .exhibéri censentur. Interim tarnen probe tenendum est, 


hanc reductionem, . "E 


Jaf- "e(imay s !as( (í—2y 7 


non esse veritati consentaneam,, nisi sit m 7» 05 quia alioquin pars algebraic 





ier z/ (1 — af)" non evanesceret. posito q— 1. D. 


Scholion 9 


$ 6. Hujusmodi series, quas transcendentes appellare licet, quia ter- 
mini indicibus fractis respondentes sunt quantitates transcendentes, jam 
olim in Comment. Petrop: Tomo V. (*) fusius sum prosecutus; unde hoc 
' loco non tam istas progressiones, quam eximias formularum integralium 
comparationes, quae inde derivantur, diligentius ss sum scrut(turus, Cum 
scilicet ostendissem, hujus producti indefiniti 1. 2. 5; . . . n.valorem hac 
"formula integrali J?z( iJ" ab z——0 ad c— 1 eitensa exprimi, quae res 
quoties n est numerus integer positivua per ipsam integrationem est mani- 
festa, eos casus examini subjeci, quibus" pro' n numeri fracti accipiuntur; - 
ubi quidem ex ipsa formula integrali neutiquam patet, ad quodnam genus 
"-quantitatum transcendentium bi termini referri debeant. Singuli autem 


A ————————————————————— 
P» ——- " . 
(*) Institut. Calc. "integralis "For. I. Sect. I. Cap. IV. m t 
Vo Hoo | 7 ^ a odi 
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artificio eosdem terminos ad quadraturas magis cognitas reduxi, quod prop- 
"terea maxime, dignum videtur, aut majori studio perpendatur. 


Problema 1. 


$1. Cum demonstratum. sit esse . 

REED 2. 1$... n» E 
OUTSUTISUAiP  UrupT p/ 3e ne 
grali ab 2: — 0 ad x — 1 extenso, ejusdem producti casu. quo g — 0. va- 
lorem per formulam integralem assignare. 


.Solutio. 


Posito g — 0 in formula integrali membrum (t — af)" evanescit, 
simul vero etiam denominator g", unde quaestio huc redit, ut fractionis. 


(t—2y 
—F- 


nator evanescit. Hunc in finem spectetur g ut quantitas - infinite parva, 
| et cum sit 25 — ef/*, fiet a£ 251 - g1a, ideoque 
(t — ary g^ C- Lay — e 0" 
ex quo pro hoc casu formula nostra integralis abit i in 


ffs 0a (ly; 


ita ut jam hebeatur 





1 2. 38...... 1 
$ faf )s(y sen 
1. 2 S...... nf faf a (lE. 


"Collarium 1. 2t 


$ 8. Quoties n est numerus integer poritivus integratio formulae 


fu^.  Oz(li^ wccedit, esque ub z — 0 ad x — 1 extensa révera. prodit 


valor definiatur casu g — 0, quo tam humerator quam denomi-* 
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id productum, cui'istam formulam aequalem invenimus. Sin autem pro 
|a capiantur numeri fracti, eadem formula integralis inserviet huic pro- 


gressioni hypergeometricae interpolandae 
1; 402) 4. 2.8; 4. 2. 8. 4; 1.2.8. 4. 5; d. 2. S. 4. 5. 6; etc. seu 
1;- A 24; 120; 120; etc. 


Corollarium 2 


$9. Si espressio modo, inventa per principalem dividatur, orietur 
productum , cujus factores in progressione arithmetica quacunque pro- 


grediuntur. 
mpp, L2 ton i 
Ur 0U 289039. ng) — re IER 


"cujus ergo etiam valores, si n sit numerus fractus, hinc assignare licebit. 


Corollarium $. 


$. 10. Cum sit 


[sf 92 ( — at —J fa) 9s (1 — af), 


erit etiam simili modo "pre cam g—0 
D fal 9n (P — 5, fo^ 9n Ys 
bincque per istas alteris formulas integrales 
1. 2 S... n—uf" fat 0n (lU 2) e 
pt. (f ng) f" | faf t 0s(1"7 
UcT8UT 2g. Up f uU MEC 
504 Scho lio n. 


$ 11. Cum invenerimus esse 
1 2 3... Mrpenietis 


11* 
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, patet hanc formülam integralem non a valore quàntitatis f pendere, quod 
. etiam facile perspicitur ponendo z/— y, unde fit fa^! à — 0 y, et 


HilL—IzI—jlycjl ideoque /" (/2)" — (15^, ita ut sit 
' 001 RR B....5. nf y(w, 


quae formula ex priori nascitur ponendo f'— 1. Pro interpolatione ergo 
hujusmodi formarum totum negotium huc'reducitur, ut istius. formulae 
integralis /0 x (IE). valores difiniantur, quando exponens n est numerus 
fracins. — Veluti si n sit — assignari oportet valorem hujus, formulae 
J2zV li, quem olim jam ostendi esse —& V a, denotante z circuli 
peripheriam cujus diameter — 1: pro aliis autem numeris fractis cujus . 
.valorem ad quadraturas curvarum algebraicarum altioris ordinis revovare 
docui. . Quae reductio cum minime sit obvia, atque tum solum locum. 
habeat, quando formulae J9 x (lE) integratio a. valore x — 0 ad z—1 
extenditur, singulari attenfione digna videtur. Etsi.autem jam olim hoc | 
argumentupr tractavi, tamen quia per plures ambages eo sum perductus, 
^ idem hic resumere et concinnius evolvere constitui. ' ^ 


Th. eorema.2. 


$ 12. Si formulae integralés a valore x — 0 usque ad g-i1 exten- 
dantur, 'et n denotet numerum integrum positivum, erit ! 


200ARÀS a^ tx (1—afy* 
1 s ;ingfa nt Qoia) rei get. ; 








0 EDOCE)UMES). m 


; quicunque numeri positivi loco f et g accipiantur. 


Demonstratio. 


Cum supra (. 4) ostenderimus ease 
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f. i, 
UTSU F1 Uu FU egt am 
.habebinrus, si loco n scribamus 2n, 

1. 2.  3....2n — fing 
UCEB UE) Ur 1ng) — EU ing) 
Dividatur nunc prima aequatio per secundam, ac prodibit ista tertia 
EEHe EU] EG E]. OF EIR) g'(fA-2g). faf" anima] 

Qü)-Ex...2». —— 73 2Q9eng) fa Ora 


At si in prima aequatione loco f scribatur f--ng, orietur haec aequatio 





2/-* 0 x (1 —af j^". 








quarta * . 
doÍo 3$... roe —U EnnE e ciar (i Left 
CEREDEID zT Ure) 7 eU tg) e 9e mI 


] .Multiplicetur haec quarta aequalio per illam tertiam, ac reperietur: ipsa 
. aequatio demonstranda: "U 


de RE O3lü a a foh tn (mtt 
(eterni) 3s cingunt "9s(t-af) X faf jaa 


Corollarium £f 


.& 1$. Si in prima aequatione: statuatur f/.— n: et g — 1, orietur idem. 
productum. um m 
t. UMP 0. 

GORGE. n 
qua aequatione Cum illa collata adipiscimur 
fa"0z(i—-y-  —fzf0z(i—afy-. 
. g/a^ 0s m afy- — faf )a( —af e 


I minsrrtósa mas 
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Corollarium 2. 


$ 14. Si in illa aequatione loco 2 scribamus af, fiet. 


1. 2. $......... n 
(n 4- 1) (n 3- 2). ...2n 


ita ut jam consequamur istam vompenionum. inter. sequentes formulas 


zing/a70ac(1—2afy-; 


integrales . 
af às (1—à 
Jait-tae( mif" fof aa marg feries . 


Corollarium 3$. 


$ 15." Si in aequatione theorematis poramus g— 0, ob (a — a7)" 
Lg" aq», potestates ipsius g se destruent, orieturque haec ; aequatio 


££ O3. [2/7 9a (13^ 






n 
C REDGT 2... anie 122 (7 x1 oras 


;. unde colligimus. t 2. - 


9 diy—i ] 
D "ier cafa ide z^, 


seu ob . 
Italy — 4 s" 2s f, banc 
J ( Hu 
2 z^! )0zr(mP - m 
M. b —:óx(lly" mgfat)z(-—ahy. 


Corollarium 4. 


$. 16." Ponamue hic fz21, 8-222 et nzz^5, ut m sit numerus 
. integer positivus, et ob Qm (I4)" — 1. 2..3-..... m, erit 
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Le fy Laifami -— -—1, 


: m 1. 2. S. 
lineque . 
fos Vasca s..um E fam aea ambi D 


et sumendo m— 1, ob Kvgiis-i habebitur * 
f22y YA y iciVa 


Scholiom | 


$ 17. En'ergo succinclam demonstrationem theorematis ohm a-me 
prolati, quod- sit vA 2mY lii Yw, eamque ab interpolationis ratione, 
qua tum usus fueram, libera. Deduéta scilicet hic ea ex hoc theoremate, 
quo inveni esse ! 


aj 19 1E (pn—1)3 ! 


Principale autem theorema, unde hoc est deductum ita *e liabet 


Vs Mere x f/2/*5-1 0g d —aty- 
8 . fef $as—ay 


wtrumque enim membrum per intergrationem ab c0 ad z— 1. exten- 


fa às (1i—2)"-55 


sam eyolvitur in hoc productum numericum 
1. 2 3S3....... (n—1) 
(n t 1) (n7- 2)....... (2071) 


Ac si alterí membro speciem latius patentem tribuere velimus, theorema 





ia proponi poterit ut sit 


10, —afy- pf -"£—19, —afy-— t | 
e ern pt ete ra ary Uc La fatis ey 
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 hicque si capiatür g — 0, fit . 
n f 80x (l1? : 

i x: eie mkfatt àz(1— ahy. 
Imprimis igitur notandum est, quod illa aequalitas subsistat, quicunque 
numeri loco f et g accipiantur: casu quiim J-g,:éa est manifesta, 








cum sit . 
así EE EIC -wy a 
Jaf20x(i— : ng nag 
fiet enim . t . . 
2gfat*t7 0m (1—2af) mkfani ax (1—2*)^-* 
s aq c . . ^ v— 


Jfanttt 0x (a — any d fats (af), 
aequalitas est perspicua, quia pro lubitu accipere licet. Eodem autem 
, ' modo, quo ad hoc theorema perveni, ad alia similia pertingere licet. —. 


"Theorema $, 


.  S$ 18. Si sequentes formulae integrales a valore z — 0 ad x — 1 
extendantur, et n  denotet numerum ' integrum . positivum quemcunque, 

^ erit Us ! 
1$. R 35... . . 

Gn-E1) Gin 2). 5n (22-2) a ming fafcia (1 — att x . 


] 2/-!0a (1 am 
dE cien 


quicunque numeri positivi pro f et g accipiantur. * 





.Demonstratio. 
In praecedente fheoremate jómi vidimus esse 
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t 02A 3... 2n ' 
V gmen-. 
UT OUT 3. U Fingg T zu Qo isp/2 ont ym 
simili autem modo, si,in forma principali loco n scribamus &n habebimus 
tono 3.9.52 — f. 


UTSUTIS- ing T Urs fazüeytt E 


ex quo illa aequatio per hanc divisa producit 
.Lf-E (0-06 Lf--(n--2)8]. -. -- (430g) .. 2g" (-E3ng). 
(25--1)(2n372) ..... . . $n 7 8(f4-2ng) 
fa 10x (1 — api ) 
fa/ ^ 0n(i aso 


Verum si in aequatione principali 6 4.) loco f scribamus f-- 2ng, adi- 








poner hanc n . 
no. Ling). ng, 4 
UraersgUi UFüwXZE.- U ERE Urs 


Jà 719g (1 — a7. 


. Multiplicetur nunc haec aequatio per praecedentem, et orietur ipsa aequatio; 
quam demonstrari oportet 


1 2.3. n up a u 
GUDQGeES I remis faf m aem yt ZE 





fa 3 0m(1— ott 
Jaf. Qz(1—af jn 


Corollarium:. f. 


$ 19. Eundem valorem ex aequationc principali nanciscimur, ponendo 
f—n et g — 1, ita ut sit 


49 35 :1..... ! (n. 
EDITED NERET EXT fata ar 1! 


. Vol. Ili. mE u 12 
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quae "formula integrali, loco x scribendo x, tranaformatur i in hanc 
Pnkfatni- 10g (1 —4 71, - 
ita ut sit E 
: . J/—19g (4 —afh-: 
fingi afy-* "E za ) 
gf : az a - af) X7 13a (1 —a6)773 
mkfai—iàs( a) 


Corollarium 2. 


$ 20. Si hic statummus g — 0, ob 124-14 habebimus hanc 
- aequationem. ' ] . 
J- 19 13) an—1i 
AMTEPE: Ur Eae sfr 92 (a —y-t 
eum igitur ante invenissemus l ! 
m/-0x (dry : . ! , 
V EE mkfsttis apo occ 
habebimus has aequationes in se muliplicando t 


Ja 1yn—i " 
je js eio —S farti 0a (x — ahy x faritaos(a ah 


Corollarium 5. 
$ 21. Sine ull& restrictione hic ponere licet fZ— 1; tum ergo sumto 
nzcj et k—5, erit 


nois - — ' —23 
fp ms 2a-6) Vx fa0s(1i—2!) 3, 





et ob 


VES TR -sfoz(l p et fos qy- 1, obtinebimus 


- AD TOM. L CAP. IV./ » 
[/2s (13 — 2 (1 —2) !xfsia(i -a231! 


tum vero sumto n— et k— 5, erit 


1 —i 5 . —1 | 1 
UL me9fe)x(—a) 'xfa (a 


seu 
. (2s  —4/222( — 2) Ixfi0e(1—) *. 
"dheorema generale 


'$om. Si sequente& formulae integrales .a valore z — 0 usque ad 
z — 1 értendantur, et n denotet numerum integrum positivum quem-. 


cünque, erit 
1i. 2 $..... ar— . 
GrrgsE3.- depgs— —di ng[ a4?" "às atc 


Jfa/- 10g (1 — af)^^7! 
J27-19z(1 —af)6 t0 Vos 


quicunque numeri positivi. pro litteris f et g accipiantur. 
Demonstratio 


Cum sit uti upra ostendimus 


"ap R.lI.... f —4 
UrSUTip. TUS - iig àz(1— 


si hic loeo n scribamus primo àÀn, tum vero ( 1) n, nanciscemur has 





ay, 


duas mE 


. fang , M 
JR sgia piam r"U-pisp/r rate 


et 12* 





" 


9c SUPPLEMENTUM IL .- — 
TEMMMMEME ri^ — f: -bgng x 
' G9 Uri. MAG 1ng|-— go" "P[f-EQ o ng] 
faf-: 2àz(1— era eda 1 
quarum ila per hanc divisa praebet ! . . 
(iinptpUinpkip sl (rino) 
(kn-p- 1). n4-2) . ERES (n E n) 


L(f-EAng-Eng). [u^ Baa Latin 
-F[ (2-1) Pg). Jo 7 )z(p—ahem 





At si in aequátione prima loco f scribamus f-]- Ang, obtinebus 


1. 2... .....h ^ 
(Fing-Fg) Ang 28)... - (F-ring ng) 
(fc-àng)ng. 


—yuarpa [st] 39»(ü—-y—. 000- 


quae duae aequatíones i in se ductae producunj ipam- "aequalitatem demon- 
strandam 


1. 2. B en "fa a 
2 QnT0)0acT2...:0nc5-— —iiee e(t at) X 
: fa, 8a (t — a ^-* 
Jal z(i—afjotmá 


Corollarium f. 


n 25. Si in teqitone principali statuamus f—àn et 8—i re- 
periemus etiam . 
. 1. 2... n Aa— n—1i 
Jnd )GnT3.... ndm —j£n/u tasa) 
quae forma loco a scribendo "a^ abit in hanc 


ipf e (a ah 7t 


^ 
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ita ut habeamus hoe theorema latistime patens 
m - : fa^ 1n (1 — af ^-* 
. g/ art (i m ay tx —'$a(i-ahee . 
. mkf/aini-idga ay 


Corollarium 2. 


$ 24. Hoc jam theorema locum habet, etiamsi n non fit numerus 
integer; quin etiam cum numerum À pro lubitu accipere liceat, loco Àn 
scribamus m, et perveniemus ad hoc theorería 


[z/-'às(—af"-* — kfani- a(i a yi 
ITO mary m gfaf eI 


Corollarium E 


$ 25. Si ponamus g — 0, ob f£ — a* — g[ i, hoc theorema istam. 
induet formam 2 : 
(c Jz/ 9m -* ^ kfami-tax(n— ay 
fs bsdEe7 — C qartasü c 
quae commodius ita repraesentatur 


£57 


ubi evidens est numeros m et n inter se permutari posse. 





Scholion. 


$. 26. Duplicem ergo deteximus fontem, unde innumerabiles formu- 

larum integralium comparationes haurire licet; aller fons $. 24. patefactus 
complectitur hujusmodi formulas integrales 
Kfa?7 10m (1 aft, 


£5 0c SUPPLEMENTUM IH, 

quas jam ante aliquod /tempus pertractsvi in observationibus circa inte- 
gralia formularum (*) : 
fat710s(1 —anj* i 

a valore. zz 0 usque ad zz—1 extensa, ubi ostendi primo fitterae petq 
inter se perautari posse, ut sit 


. fa^?às (0 — ay-i maf, 
tum vero etiam esse . 
. fzx- ux t 
. p... -C " 
(1—anys nsin,P7 . . 


imprimis autem demonstravi esse 


n a?! xf. shHr71a -f a?-13x x fatte 
JYa-ays o YGo-eyá7 "Ya-seys c Ya—ey 
in'qua aequatione comparatio in $. 24. inventa jam. continetur; ita ut hinc ^ 











nihil novi, quod non jam evolvi, deduci queat. Alterum igitur fontem 
.$. 25. indicatum bic potissimum investigandum suscipio, ubi cum sive ulla 
: restrictione sumi queat f—1, aequasio nosira primaria erit, 0f 
8c (l&) * x faa  —k mii "2i, 
$z(ijve Lf/2*71 0x (1—a) 
cujus | benelicio valores formulae integralis. f 2x (15', quando À mon est 
numefuis integer, ad quadraturas gurvarum algebraicarum revocare licebit; 





quandoquidem quoties À est numerus integer, integratio habetur absoluta 

quoniam est lí . ] t5 
f9s(i?cinx$...... à. 

Maximi autem momenti quaestio versatur circa eos ,casus, quibus À est nu- 

merus. fràCtüs, quos ergo pro ratione denominationis hic successive sum 

definiturus. 





(*) Miscellanea Tauriuensia. ' Tom. III. D 
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Problema 7 
& X. Denotante ó numerum integrum. positivum, definire velorem 


formulae iniegralis fà (13), integratione ab a2z 0 usque ad xz—1 extensa. 


"| Sólutio 


Im aequatione nestra generali faciamus mzz n, eritque 


pi o fth a (4 ay. 
- Sit ám n— 1— j, et ob 2n — £z i E 1, erit 
fos(lio1.2.5..... (iR 1): 
sumatur porro k—— 2, ut sit nk—1-ci-p 1, fictque 
(/?«Y (37 


to 3E egrp- Mene -^h 


. 


2zV (li 
Y [1. iz- A m Y afit e aj, . 


ubi evidens est, pro i numeros tantum impares sumi convenire, quoniam: 
pro paribus evolutio per se est manifesta. 


jdeeque 


. Corollafium f. 

$. 28. Omnes autem caius facile reducuntur ad iz t, vel adeo ad 
i- — 1; dummodo enim i-|-1 non sit numerus negativus z reductio in- 
venta locum habet. Pro hoe ergo caeu erit 


m. 
fter ftn Vüceg-Y * Ario Yu-sg-it 


N 


96: 7 ' SUPPLEMENTUM Hi. 
Corolla rium 2. 
$. 29. Hoc autem casu principalí expedito, ob 


fc "znafaa(liy-— 
habebimus Hd 


5 fosY AV si fadi) S SV n 


atque in genere ^- . 
ani 
Vo?) à oÉdbBBPBPB.ee o ANELyma 


Problema LE 


& 30. Jenotante i numerum integrum. positi»pum, definire yalorem 


: m" 
, formulae integralis. f 0 (13s — 1, integratione ab :—0 ad &—1 extensa: 





Solutio 


.Inohoemus ab aequatione praecedentis problematis 


sys kf I a m eh 


atque in forma generali statuamus m — 2n, ut habeatur lH ] 
9x (19) x J 92 (li . 
CERTI Se amie a hr 
ac multiplicando has dnas aequalitates adipiscimur 


fow(liy19 . ' : 
din se es mkkfani-toa(1 — ah t x fatmotàs (a — ahy 


Hic jam ponatur n— j ut sit 


f9x(uyz1i12*5...... (i—1) 
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sumaturque k-—-5, ac prodibit — 
[f2z.Y 02) -— 


?1 


á 


Ver etre etc t (r-es 
unde concludintus . 
Jf92Y(L ay-s -h PEE " f adm 
P. 2.8... (i—1) Yü—ay- 4 Yay 


Gorollarium l., 


Bini hic occurrunt casus principales, a quibus reliqui omnes 
pendent; ponendo scilicet vel.i—1 vel icai, qui sunt 


Óm y — comm 
L Lye 
/; a Jr -X— Yü—er 1—a 
- Oc irm ELE f coc ! t 
yu Vea ! Y aun 


. $ 31. 








quae posterior forma ob ,. 








| —y.f(—— [o 
- Yu. reco reos 


Corollarium' 2 


4 32. Si uti'in obsérvationibus: ibis ante allegatis brevitatis gratia 
ponamus . . mE Vol M 
Vol. li. i3 


» vo .SUPPLEMENTUM UL. 
E : oxwci0m o P 


Nu ee s 


atque ut ibi pro hac classe 
(-——-a 
& — 1347 


tum vero 











(Gorollariu, m 5 
. $. 35. Pro « easu ergo "riori babohirqus-- . 
P . fV (j^ mV 9aA, fózV iV $58, ^70 


f3sV up mast. HM LN 
pro altero vero casu bj 


f3sY 7 -/ ne. filas e 
fs (*- mraquoso ue ae EE 


Problema, . 
$ 84. Denotante i numerum. integrum. gosiivum, defihire valorem 
formulae. integralis K 2a (lys — 5, integratione ab x20 ad x——1 emtense. 


1 
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In solutione problematis praecedentis perducti sumus ad hanc aequa- 
, tionem 


[/ 222) RIT - ELM 
e af aar XJ ü—at-n 


forma generalis autem, sumendo mS n praebet 


E Dres an di gita 


Solutio 





f9?s(p*^ a3. 

- quibus conjungendis adipiscimur . 
[ az Q1): gái àz p" àz ) ghi 2x. 

3a (I1 — FJ (iILalyios X J (x — a7 X Jf aom 





t . Sit nunc n — ; et sumatur k——4, fietque 


E Last - zr LES x fas x- re: 
Vias. Tr) .Yü—atym 4 Y oat 9 Y act 





Corollarium f. 
(85. Si igitur sit (—— 1, Babebimus - 


àm .- rx 2232 
22 Y (y? zV e [— x [ —— y [-2292- 
[92 * (1i—2 Y —at "n 


quae expreuso si littera P designetur, erit in genere x 


f?2Y (I 4:44. ies MER. 





"Corodlarium, 2. 
. *. . t$ D 
&. 36. Pro altero casu principali sumamus i—— 5, eritque 


1is* 





100. SUPPLEMENTUM ill. , 


^7 am. g'óc À z'óx 
fasi Q3- "za 8 [— — x -— 
y 





E 
! F'a—s "Yay JY aas 
'seu facta reduciione ad sinplidares formas ] 
"E a8 n . 
Jis apis JS T T——— x — 
Ya-sy Y —a* Y 1—a*) 
quae expressio si littera. Q designetur, "erit generatim |. 
fV ("Apu iai. Qs 
e "Scholion, 


$ 87. Si formulam integralem 
Ux : xP^-i0g 
. m | 
hoc signo (e) indicemus; solutio problematis ita "se habebit 
C fosV (Lys mis rss sos (Li) t (2) (85) (4), 
et pro binis casibus evolutis fit , 


P Ye (t (9) et 9— Pon. 


Statuamus nunc pro iis formplis quae a. circulo pendent 7 





02,7 "OD —L us 
-—..ogLmce L- m —— 
E 4sin.t Asin. , 


pro o transcendentibus autem. altioris ordinis. 
n i zf roc 2f. . N 
i) - x, à, 
Ka-sy JYa-£ e 


"uippe a qua omnes Peliquae. pendent ac reperiemus ^ 
quippe a q 1 juae p! P 
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pz a. S. nib Y 4nnffi d 


unde patet esse 


. 000 
PQzA4Aac—-&g 
M t — dn.f 


in.7 


Cum autem sit 


iac fue Am, erit 


EE DES a i-i 


Prablema 5. 


€& $8. Denotante i numerum integrum positivum, definire valorem fok- 


mulae .integralis ' f. 0a Y sy, integrationé ab z——0 ad azc1 extensa. 
Solutio 
Ex precedentibus. solutionibus fum 'satis est perspicuun? pro hoc eàsu 
perventum iri ad hanc formam ! 
f32sY (y— ys [ 222— ds . f aa x 
Vii 285...(i— 1) y üa—z "m. Y a—zy- 


ELE] zt-cüm 
6 JY g5yr-i cec 


quae formulae integrales ad classem quintam diesertationis meae supra 








allegatae sunt. referendae. Quare si modo ibi recepto signum 4G» denotet 


ff. acr : 
Y a-asy-r 


banc formulam 


" N 
Qwo- an SUPPLEMENTON- II. 
valorem: quaesitum ita commodius exprimere licebit, ut sit 
f «V (ay —V 1.2.5... (i1) )s* (5) (85) (8) ($)). 


. ubi quidem sufficit ipsi i valores quinario minores tribuisse, quando autem * 
numeratores quiparium superant, tenendum est ease 


CD)-ZnGy 
tum vero porro 


Ci BÀ ARD 


G n) —zh GE za) 


Deinde vero pro hac classe binae formulae quadraturam circuli involvunt, 





2) 7 . B 


quae sint . 
Ej 
Q—rITIU. et 4)— i. acm. 


duae autem quadraturas altiores continent, qàae ponantur 


foxzóc 
(» - - —Aet 
: ee KD . 


iz f.— 
. Ya —ep 
^ atque ex his valores omnium reliquarum forrhularum hujus class ssiig- 
mavi, scilicet — . ) : u 
(1 (9—-50-50-60-i 
(ze; ) 54 (d 077; 
(pm g—59-5 
Q-$9-B ^. 


aA 
0-3: 


700... ADTOMOL CABIN, C E" 
Corollarium' 4. 

$. 59. Sumto exponente izz 1, erit 
fos ag" zi v üg e mA Zen 


uride in genere concludimus fore, denotante n numerum integrum quem- 


cunque* . à ; 
9v (y des um YsmA 
Corollarium 2. 
$. 40. Sit aac i —5 2, ef cum prodeat 
fs Y dg-*zY ist Q(9()(D, ob 
(—i( i «4 Q-rü 
erit baec expressio 


Y $9 s.aa. 3 


. et in genere . uu n 
foul Qa —A 4. g... po 
|: Gorollariu m, 3. 


$ ^. Sit^izz 3, et forma inventa n 


4 2sP qut mPisQpog. c - 
ib IDELIOL (Gti. (D. abit in ' 
A 


/. 5* ( (5 (5) à) )z T e. B. "3B 


unde in genere colligitur : 


f22Y Qj zi 4. geom stas 





194. SUPPLEMENTÓM IL 
|. Corollarium 4 
$. 42. Posito denique i—4, forma nostra 
iiie 5*() (0 (9) (S), ob 
Q—10:0021.20: (0-480. 
transformabitur in hanc - 
sab. 


Vespa qr. eB 
ita ut sit in genere . 
OJosfügmcmpsg.e rns «abf. zig D 


Seholion 


$. 45. Si valorem formulae integralis / àz(àf ] hoc. signo p: re- 
práesentemus, casus hactenus evoluti praebent ' . 


[-ümY*LaBtRüli/eqman 


(- gm s. ag. 9. tegat s. af. 2» 
2s s.s Bas pcm 9 as 
[7 im Y s. ohh. cs [DH St ee Pis 


unde binis, quarum indices simul sumti fiunt — 0, conjungendis colligimus 


Lalo 5 


LE. [-0- inf 





br. C7—28— 7 
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, FH. CH LS 
CHIC 4em A 
Ex antecedente autem problemate simili modo deducimus .- 
(—-üzP—/ area: (r-iY e. AA 
[—ümQz V/4.aa8. i5 [2- D 54V 4. noB. 
hincque ] 
UH. mem LL 


(HI esa 
"unde in genere hoc Theorema adipiscimur, quod sit 
n). (-32 425. 


esja ai t moll iterpeland dn erpoia i redi potet . 


1174,34 31—-4,54 si—2, B173. Q^ . 
eum sit )— LT Tic Tq ee 
- 1983.33 303.673 gieA 47a 
eL ME t 


bincque 








t £i t2. s.s H 
D-71325 '"a-4i'&-ai m xls P. 


uti alibi demonstravi. 


vagos ac 


105 


106^ : - SUPPLEMENTUM Ill. 
Problema 6 generale 
$ 44. Si literae i et n, denotent numeros integros positipos, definire. 
valorem formulae integralis ! ^ 
|o foa(ljm, n [22 Qi] 
integratione ab c —0 ad x z—4 cxtensa. 


Solutio. 


. Methodus hactenus usitata quaesitum valorem sequenti modo per qua- 
draturas curvarum slgebreicarum expressum " exhibebit 


[2e Qu vo uf omm. xf a às x -— | 
Y 22404) Ya—ey- ^ Yay Vü-ey- 
Quod si jam brevitatis gratia formulam integralem tt 

: i . - : 

f — hoc charactere (7), 

Yü— a'y-? v 
formulam vero fs uir isthoc [3] designemus, ita ut GJ valorem 
hujus producti indefniti 123.....5 denotet, existente 5z2m2, suc- ^ 


M 


cinctius valor. quaesitus hoc modo erpressus prodibit 


redis eroe 00 C 


"ünde etiam colligitur 


[32 Ya... Ld) nn DG: ee, 


. Hic semper numerum i ipso n minorem accepisse sufficiet, quoniam pro 
majoribus notum est esse 


AB TOM) L-. CAPE 00. l0 40 


DURULee rye An Oda 
hoeque.: *dioda: tete. ánvestigatio. ad eos tantum :tashs. redueitur, quibus 
fractionis —- 2 numerátor i denominator n est minor. S Preeres Vero de 


fortnulis integralibus 


! ds ' - 9 a ] : 
/5 «x 9. 2| 
equenfia notaidé juvabit ME z mE 


UE duce su i [E 








IL. Litteras p et ", inter se esse permutabiles ut sit BED 
D-O  e 
IL Si alteruter numerorum p vel g ipsi exponenti n aequetur, va- 
lorem formulae integrals fdre Wlgebrafedni, scilicet 
(D- Gui GC Q-i- 


: HL Si summa numerorum pr 4 ipsi exponenti n aequatur, formulae 
"integralis G ): valorem per circulum exhiberi pone, tum it 


GE)- Dna sib LUCI 


i 


IV. Si alteruter numerorum Pp vd g major sit exponenie n, formulam 








integralem (2 ad aliam revocari ! Poe, eujus termi sint i ipso n minores, 


quod fit opé hujüs reduction ' N DC 


pn PA 
G- -4s »c 
V. Inter plures hujusmodi formulas integrale talem relationem "inier- 
cedere, ut sit . totos - 


* 


108 ' ' SUPPLEMENTUM Hi. 


(069-5 25-05. 
eujus ope omnes reductiones reperiuntur, que rtis ia 
has formulas exposui. 


Corollarium f. 


: $. 45. Si hoc modo ope reductionis N*, IV. indicatae formam inven- 
tam ad singulos casus accommodemus, eos sequenti ratione simplicisime —.— 

exhibere poterimus. Ac primo quidem pró cam &—— 3, quo null opus. 

ent seductione habebimas . 


ig ziv - mmm. 





Corollarium 2. : | 

o^. Pro casu n2z 5 habebimus has reductiones 
taz V s. o0 
masse. 


Corollarium 5. 
$. 4. Pro casu nzz4 bae tres reductiones obtinentur 
Y 000 ! 
gi «30i 40, Qi 
zi essa; | 
cum in media sit (2) — (2s) — £; erit utique ut ante 
fü ü-iY s 


' AD TOM. L. CAP. IV... 


'"Corollarium 4 - 


$. 48. si munc nzz5, et prodeunt hae quatuor reductiones 


tia s*. 0) 0) (0 (0) 

gi s100 Q0 

t1 55.1.20 (9 (0 0) 

t) 21751230000. 

Corollarium 5. 

$49. Sit nzz 6, et habebimus has reductiones 

Ii 4? €-(000 (0 

. "i17 e. sq GP (4v eG 
(124 e. s 5 ma eto 


ümi/eredrap-i1/ expe 0 


() zi 612,540) (0) (0(0- 
Qorollarium 6. 
$50. Posito n2z7, sequentes ser prodeunt aequationes 
quU 7000000 
qoi .10) 0000) 0 (0 
quad 7.220) 0000 
o may v.n25((000 00 


109 ; 


110 EE SUPPLEMENTUM n 
za vias (bua o er 
me vcssastpitbtbg . 


E 
LB 


LN 
Corollarium *. 


$. 51. Sit n — 8, ek septem: be. seduetiqney iippeteehrantur 


tü-i see c6 
(2: say oo —— ae 
i-i s. 12019 04949 .. use 


[5213 8*4. 4. 4 (Q* Qoa *(D. , 
(—: 522444090000 — 
ii— (7 v ne adr ara aii ez . 
! 1-1 va ui etin Q9 - 


Scholion. 


"$5 Süpertuum forét hos catul lera étolvere, cum ex allatis 
'ordo istarum formularum .satis.. -perspiciatur. - s pim: in /formula ; proposita. 
[Z2] numeri m et n sint inter se primi lex est pifesto,, cum fiat 

. . t 9oro* ft—5u 


[2] 2 Y w-7 1.2... (m4). (k) (&) (B3: - (59). 


sin autem hi numeri m et n communem .habeant. divisorem , expediet, 


: quidem fractonem 2 ad minimam formam reduci, et ex casibus praece- 


dentibus quaesitim valorem: peti;'ikiérhá fanien etlahr opéfatio hoc modo: 


AD TOM. L CAP. IV. E ite 
institui paterit. Cam erpretio quaesita certe enc babeat formam . 


[2] 2 Y w-7P.0, 

. ubi Q est productum exn—1i formulis integralibus, P vero productum . 
8x aliquot numerís absolutis, primum pro illo producto Q inveniendo, con- 
"naetur' baec formuláruin series (2) (m) (m. doné& numerator superet 
erponentem n, ejusque loco excessus supra n scribatur, qui si ponatur — a, 
ut jam formula nostra sit f&). hic ipse numerator « dabit factorem pro- 
ducti P tum bins fomelarum seris poro stugor (2) (155) (Set) «e 
donec. iterum. sd :nnmaratotem erponenje n. majorem. perveniatum, fonmue 
laque. prodest C5, cujus loco. eeribi oportet (.£ , simulque lino factor 
B in productum P'inferatur, sicque progredi conveniet, *donéc pro Q'pro- 
dierint n — 1 formulàe. Quae operationes quo facillus intelligantur, casum 

' formulae [5] — & y 12*P.Q hoc modo evolvamus, ubi investigatio lit- 
terarum Q et P ita instituetur, 


pr Q.. ee q $! gn 2) (0) q) G ( (à). q) Q. . 
proP...... 9.6.3 9. €. 5, 
sicque reperitur ! , 
ez Q* o o» s 
Pzce*, s*. gt. 


Com igitur sit (y) —4, t Q.— el 5*Q)' (4^. ideoque 
[A] — 47 12. e. 5. () (0 (0 
T hieoré ma, ' 


$..83. Quicünqde numeri integri politivi litteris m et^n inidiceatur; 
erit semper signandi modo ante exposite . 


112 . SUPPLEMENTUM III. 

[z]2 2 V &-7.1. 2.5... (n—1) (4) (3) (4) (22) 

-- Demonstratio 

Pro casu, quo m et n sunt numeri inter se primi, veritas theorematis 
in antecedentibus est evicta; quod autem etism locom babeat, si illi nu- 
meri m et n commune divisore gaudeant, inde quidem non liquet: verum. 
ex hoc ipso, quod pro casibus, quibus m et n sunt numeri primi, veritas ' 
constat, tuto concludere licet, theorema ip genere esse verum. Minime 
quidem difüteor hoc concludendi genus prorsus esee sipgulare, ac plerisque 
suspectum videri debere. Quare quo nullum dubium relinquatur, queniam 
pro casibus, quibus numeri m et n inter se sunt compositi, geminam 
exprestionem sumus nacti, utriusquo consensum pro casibus ante evolutis 
ostendisse juyabit. Insigne autem. jam suppeditat Érmamentum casus mzz n, 
quo forma nostra manifesto unitatem producit. 


Corollarium 1. 


$54 Pie cus conenwme demonimisoem potum et qu 
mzm3 et nzc4, pro quo supra $. 47 invenimus 
t1 e 
' munc autem vi theorematis est ^ 
11 e.1) (0 0. 
. wnde comparatione inslituta fit (1) — (1) (1), cujus veritas in obeervationi- 
bus supra allegatis est confirmata. 


Corollarium 2 
$ 55. Si m2 et nzce, ex superioribus $. 49 est 
t] z1Y e. a? a? 
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nunc vero per theorema 


t) e. 9) (0), 
ideoque necesse est sit 


G1) z (1) (p 


cujus veritas indidem patet. - 


Corollarium: 5. 


$. 5e. Si m5 etn 6, pervenitur ad hanc 'aequatiohem 
(02 ('—13. 0090. 
at si m4 et nz, fit simili modo 
2*(9() — 1.2.3. (0 (0 (D, seu 
$0-:9]090. 
quod etiam verum deprehenditur, 


"Corollarium 4. 
| $ 57. Cans mzz 3 et n-i8 praebet hanc aequalitatem 
(9 8) — ( 0 () (9; 
at casus m——4 et n—: 8 hanc d 
Q* — 1.2:5(0 0 0(0 (02; 
casus iem m-—6 et n— 8 istam 


40 Qi. s.5(00 Qo, 


quae etiam ost sunt consentaneae, 


Scholion. 


$& 58. In genere autem si numeri m et n communem habeant fac- 
torem 2, et formula proposita sit (- (2] quia est , 
- Vol m 15 
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^ [2]2 2 Y w- 4.2.5... (m1) (5 4) 0 NS 
erit eadem ad exponentem 2n reducta , 


)x my asino, 2.4.08.. (2m — 2? Gy G» Ge C». 


Per theorema vero eadem expressio fit ^- 


EY amans. n- GGG: CE 


unde pro exponente 2n erit - 


2.4.0... (3m - 2) CC E 
"e 26396 3:7 


Simili modo si cominunis diyisor sit.5, pro exponente e reperietur 
35.8.9... , ..(85m—5)* G GG) EN T 
12:45. (m3 6872 (2) 2) 5 G2 C 


quie aequalio concinuius ita exhiberi pokest. . 
1.2.4.5.1,8.10....... )Gm-i). 


MICBCHEEENC D 
GG) - u CR) EL 


In genere autem si communis divisor sit d et exponens dn; babehitur 
: [d.24.34. -. .(dm— d) G G3 Gs) Pe en - 
1.2.8.4,; 4m—9 (2 G5) G) * MC-S 


quae aequatio facile ad quosvis casus accommodari ges, unde seque ns 





Theorema notari meretur. 
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Theorema. ' 


$. 59. Si c fuerit divisor communis numerorum m et n, haecque 
formula Q. denotet valorem integialis : : - 


0s facerc 

ab zzz0 usque ad x1 extensi, erit ' 
[o. 20.5 -- «(m—a) (3) z) E: x) n Cor- E 
ZEE 


Demond4tratio 





Ex praecedente scholio vélitas hujus theórómatis perspicitur ; cum 
enim ibi divisor cummunis esset Xz d, binique numeri propositi dm et dn, 
borum loco hic.scripsi m et n, loco divisoris eorum autem d litteram a, 
quam divisoris rationem 'áequelitas enuneista ita cómplectitur, ut in pro- 
gressione arithmetica «, 2, Sa,-etc. continuata occurrere 'assumantur .ipsi 
mumeri m ef 5 ideoque etiam m-— a ei.n— e. — Caelerum faleri cogór, ^ 
hanc' demonstrationem utpote induction] potiséii»um -innisámi, neüitiquat . 
pro rigorosa haberi posse: cum autem nihilomifus de ejus veritate simus - 
convicti, hoc theorema eo majori attentione dignum videtur, interím tamen 
nullum est dubium, quin uberior hujusmodi lormularum integralium evo- 
lutio tándem perfectam deiiobitétiónemi sit largitura, qiiod autern jàti aiite 
hane veritatem nobis perspicere fi licuerit, insigne hinc specineri andÍsticae 
investigationis elucet, : D 


Corellarium f. 4 


4. $6. 8 Joco signorum adhibitorum ipsas formulas integrales iubsti- 
puamus, théarbina noitrum ita $e habebit at sit, : 


* 
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ges $e. naf IE Eme. J gna 
Y1.2.8.. imf redd rmm zàmo, — EL uo 
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ny 





fee 


Yüa-ay- 


Va- a) wm 


ny m 


Corollarium 2. 


. 


€ 60. Vel si ad abbreviandum: statuamus 


Y (1a—any-" —X, ent. 


] x"— dz zidz 
&.2a.3a. ..(n^ ?, Sp 


Vias. (m1) da x-f^x xeu 


UX 





aL fü da 
X^ e x 





Theorema generale. 


'& 62. Si binorum numerorum m et n. divisores fomrunes sint &, 
B, y etc. formulaqué (Z ) denotet valerem integri 


ac 





Jf 


Vaay-i 


ab zm 0 adm 


1 *extensi; sequentes expresslones ex hujusmodi formulis 


integralibus formatae dnter 'se erunt aequales 


[9:22.52 . 


-n-9(2099---- Cz3 





[rana n CO CO: m zs 


Bre $y.... 


eO e Ge 
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Demonstratio. 


Ex precedente Theoremate hujus veritas manifesto sequitus, cum quae- 
libet harum expressionum 'seoreim aequetur | huic 


CasB..... (m1) (2) t (9 e eu 


quae unitati utpote minimo "commumi divisori numerorum m, et n cónve- 
. mit. Tot igitur hujusmodi expresiones inter se aequales exhiberi possunt, 


quot fuerint divisores communes binorum numerorum m et n. 
d - n . [ ^ ! 


. . CorotTTarium 1: 
. 65. Cum sit haec formula G )-i. ideoque n(5 j- ex- 
pressiones nostrae aequales. succinctius hoc modo repraesentari possunt 


[«:29-32.. C Gor m 
(o [peur NT ES NE a 
[rrr 0000 5 QE 


Etsi enim hic factorum numerus et guctus, damen ratio compositionis fa- . 
tilius in oculos incurrit. l 


u L3 
Corollarium *. 


$ 64 - $i ergo sit m Z2 6 et n — 12, ob horum numerorum. diviso- 
"res communes 6, 5, 2, 1, quatuor sequentes formie. inter se aequales ha- 
bebuntur . 
(6(9 (v) 2 [3-6 (0 (9 (0 (v 5 
[2.4.6 (0 (0 (0 9 (9). ) P mm mc tns 
4454.56.68) 0) Qe c 07 oU c 
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.Gorollarium 3. 


$.-65. '8i T cuim penullima simbimur, mtacetür haec aequatio 
i55. (pae DAE : ' 
Zac — ( ($0 (0 (0) Q)' '. 
ultima 'autent cum antepenultima tomparita praebet 
—0m000peqgm :---- 
$:5.8 7 (8) 89 (0 M 





Scholioa. 


$. 66. "Infinitze igitur.hinc popseqpuntur relationes inter lormulas in- 
tegrales formae E 


: . i » Uu [uso (2. 


quae eo magis sunt nótgtà Mur Singula? prorsos methodo ad. eas 
hic sumus perductí. Ae,si quis de ewrutts ;vetitete adhuc dubitet, obser- 
vationes meas circa dai formulas integnidei güteuht, indeque pfo quovis 
casu oblato de -Seritite : facile tohsincelur. fter autem. illa tractatio huic 
confimandae inservit, tamen relationes.hjc erutae eo majoris sunt momenti, 
quod in iis certus ordo cernitur, eaeque per omnes classes, quantumvis 





'exponentem n accipere lübest, facili negotio continuentur; in priori vero ^ 
tractatione calculus pre- claséibis :altidribus eoititme' fiat operosior et intri- 
eatior. J 
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Supplementum coniínens demonstrationem. 
Theorematis $. 85. propositi. . 


$. 67. Demonstrationem hanc-aitin pet :€emvehit y sumatür scilicet. ' 
aequatio $. 25. data, » quae porto fs mie atti litteris ext 
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dep ix fda(pet f E.. 
a E 33—1 L-— 


' eaque per reductiones notas hac forma: /repraesentetur 


i0. dzp*.. xu» fa" dz 
dy T uü-erT 
a n 


m 
Statuatur nunc y» — —- 


/ dz (lys x , 2st m fem: aids . 
— em - 
dal *- TY many 
quae brevitatis gratia, more supra wit, i ita: concinne referatur 


CD Qe 
(qu - A. 
Jom to 1 enceive amintur muse CA does n ompesque hae 


aeqnationes, quarum ngsergs aim », ine invicem ducputur, et aequatio 
esultans. erit 


7v tum vero x —n, ut habeamus 





Cement NO 
MaxzucpE I 990-0 
Simili autem modo pars prior mas ut sit 
ri 






xb dll Lu mE 
BI ees Es—GR 
. cujus «onweniertia cütm forms praecedente multiplicando per crucem,, ut 
ajunt, sponte se prodit Cum vero ex natura haram formularum eit 
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CEJ2SI. Cej-nf C Pi eC. e 


ob harum formularum numerum — m, evadet liaec prior pars 





ml . n" : 
iz] "(nri )0-r2)0-r8..-- acm) 
. quae cum aequalis sit parti alteri ante exbibitae 


uc E ESGIGIC )s G) 


adpiscimur hane aequationem 


e eM x T. Qe 
pw camem) )Q-- Qu 


quaé cum.proposita in 6- dy ob G )zz — omnino congruit, éx quo ejus 
veritas nuuc quidem ex prineipüs eerliseimis est evita. 


. 





D 


ita ut sit 





 Demonstratio Teorematis- 
—T$ 59. Rrepeositi 


f. 68. . Etiam lioc Theorcma firmiori" dimoniriione indiget, quam ex 


^ aequalitate ante' stabilita ü Do. t Di. 1 


IGEONEUTA 
n Nam ] Lm | 
ita adorno. Existente & s dmm divisore numeroram m. et n, loco À suo- 
cessive scribantur nurberi a, 2a, Sà, etd.; usque 'ad ,n,' quorum multitudo 
est — zs atque omnes aequalitates , hoc made resultantes in se invicem 
ducantur, ut prodeat haec acquatio .. ] 
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| EIC] vn Lu 
ER UT] EE. -pHT 








120 . 


CC 


Jam prior. pore in hanc formam i 2. quls transmutetur 


NN 
Bh EE e TE 





quae spHj-EG oque do emueh, educitur ad hane : 


'n 
eue MR 
Posterior vero aequationis pars simili modo transformatur in 


ni zin RR : SEO ene (lg 


unde eriascitur haec aequatio 


[.] Sore (699----(Q 
"ECES OO (3). 


quae erpressio cum praecedente ootüparsta praebet hanc vue 


[r5 00 (2] 2. 
as Q.-- -(G 


hineque 


quod de omnibus divisoribus communibus binorum numerorum m ét n 


est intelligendum. . 
Vol IV. . - ^^ 16 


imp SUPPLEMENTUM- III. 


, nu "DN uice e ubt . 
2) De valore formulae integralis ] UTERHI ts. ; casu quo 


post 'integratioriem- ponitur z — 1. "No. Cohmentarii Acad. 
emp. iSc. Peiropohtagar. Tom XIX: Pág, 30 — 64. 


. 
$. 69. Ex consideratione innumerabilium. arcuum "eircufartum , qui 


communem habent vel sinum. vel tamgentem, jam olim summationem dua- 
rum serierum infinitarum deduxi, quae ob summam generalititem maxime 
memoratu dignae videbantur. Si enim litteraé m: et h numeros quoscunque 
denotant, posita. diametri. «ratione -sd peripheriam. ut 1. sd: X, jlae duae , 
summationes hoc modo se babebant 


M Ld 





Em mmo aeo 
atque ex his duabue seriebus jam tum temporis elicu ram, summationes ^ 
omnium serierum illarum, quarum denominatorés secundum potestates nu- 
merorum naturalium progrediuntur, quemadmodum in introductione. in 
analysin. üifinitorum et alibi fusius exposui. Nunc antem esedem series ^ 
me perduserunt ad Tntegrationem foríhulae" in ütuío eiprewmae; quae eo - 
magis attentione. digna videtur, quod, hujusmodi integrationes aliis methodis 
neutiquam exsequi liceat. . e! 


e $. 70 Statim autem patet, has duas series infinitas oriri ex evolutione 


quarundam formularum integraliumi, si .post integrátionenr quantiteti varia- 
bili: certus 'valor;. veluti unitas tribuatur; ita prior serjes deducitur ex evo- 
lutione hujus formulae integralis 





.AB TON. I''EAP. TY. 22 0x8 


z^ 6px aus rns ns s gara eun eb n nnd 
—— dá —— 45, . 
ic0z^ c nn 


, posterior vero ex evolutione istius 
f£ REM 
7 01—z 
si quidem post integrationem statuatur z — 1. Deinceps autem ex ipsis 
principiis calculi integralis demonstravi, "valorem integralis prioris harum 
duirum formularum, si Quidem ponatur 2—^, reduci ad hanc formulam 


simplicem 
E 
p , 
n sin. —, 


H integrale autem posterius; eodem casu 3—— 1, ad istam 
5- 


(0 ma? m . 
n tang. 77 m ' Us D 


ia, ut ex ipsis calculi integralis principiis certum sit esse 


2 m—ipua—m-i mo 
N uüdqa . di ines 








Z0, statuatur: 2 — 1, 
$ 71. Quo jam hanc duplicem sintegrationem ad formam propositam 
redueamus, faciamus n — 24 et m-A — e, unde binae illae ,veries infi- 
nite banc: jinduemt formam. .: . DE ua 


1 B 1 
i—s cTiys -7 









ic " : 
Wc Rie T 





uu 
i-e VORRes 
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barum igitur serierum prioris summa erit 
5 5 


- zü-e)-— e? 
. 2A sin. — 24 cos. 7 zd 
posterioris vero summa erit 4 à 
^ -o 
L4 . " mung; 
-*(-—s)-— xo -- 2A '". 
23 tang. £919 2A cotarig. 


Quod si ergo brevitatis gratia ponamus 
n m-o 
——áss—$, ett tang. — T, 
A 
2X cos. 75 ] à 
habebimus sequentes duas integrationes 


A—e | £449 

z^-*--z . 

/[^———À—.£2-s,a Lo , 
14-2 n . 


: gie o uie P 
"n acmmY-T 
- $ "3. Circa has binas integrationes ante omnia observo, 'eas perinde 
locum habere, sive pro litteris À et accipiantar numeri integri, sive fracti. 


Sint enim À et o numeri fracti quicunque, qui evadant integri, si mülti- 


plicentur per a, quo posito fiat z — z^, éritque 2—- li, et potestas quae- 


' eunque 2**— x; prior igitur formula erit n 
P dann S ES 2 
CU da-ad tx? 


ubi, cum jam omnes erponentes sint numeri intégri, valor hujus femi 
posito post integrationem 2 — 1, quandoquidem tunc .etiam fit z — 1, a 

. praecedente eo tantum differt, quod hic habemus aA et ac loco À et o, ac 
praeterea bic adsit factor o, quocirea. valor istius formulae erit 
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LÀ " 
ü. — 


——4 7 —— 
2aÀ co. 75 23 cos. 77 


qui ergo valor-est — S prorsus ut ante; quae identitas etiam manifesto est^ 
in altera formula, unde patet, etiamsi pro à et e fractiones quaecunque : 
accipiantur, integrationem hic erhibitam nihilo minus locun esse habituram; " 
quae circumstantia probe notari meretur, quoniam in sequentibus litteram 

€ tanquam variabilem sumus tractaturi. 


$.75. Postquam igitur binae Istae formulae integrales litteris S et T 
indicatae fuerint integratae, ita ut evanescant posito z— O0, integralia spec- 
tari poterunt non solum ut functiones quantitatis z, sed etiam ut functiones 
binarum variabilium z et o, quandoquidem numerum o tanquam quanti- 
tatem variabilem tractare licet, quin etiam erponentem À pro quantitate 

-variabili habere liceret; séd quia hinc formulae integrales alius generis 
essent proditurae, atque hic contemplari constitui, solam quantitatem o, 
praeter ipsam variabilem z, hic ut quantitatem variabilem surà tractaturus. 


$. 74. Cum igitur sit 


$— z4—-9 p ;^*9 4i 
— Pc 
1-4-z* 


in qu integratione sola z ut variabilis spectatur, erit utique secundum 
signandi morem jam satis usu receptum 


dS rác 
dii agua 


haec jam formula dendo differentietur, posita sola littera o» variabili, eritque 
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ds - tp here T 
(ids) iq 7 UA 


quae formula ducta in dz, ac denuo integrata sola z babita pro variabili, dabit 
. ' dd$ LEM a, 
wan og «fas Ldzda is)" ^ Á MINE Zz, 


ubi notetur esse 





hor igitur 'valore substituto, nanciscimur hanc integrationem 





x — A-o p zhre Su Nu : nmsin. A 
- ivit 42A (c "md . MEM 
$. 75. Quod si jm alten formula simili modo troctetür, cum sit 
| Tc itÓ o erit 
,dT mmn H . 
id aAA (co T5) 
8 formula gutem: integrali erit 
dr ouun, 
unde colligimus sequentem integrationem 
"Es . ett um ER i 
Dien: Sf. 7 Ae A) s 
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$18. ' Quoniam litteras S-et T etiam per series. expressas, dedimus, 


erit etiam per similes series . . pn VLL 





dSN | 1 1 1 dn 
0G Coca gis ua nes Gras qi 
n75in.—7 Ur 





AM (cos 7; 


) 
. Sinilique modo etiam pro altera serie 


(&)-— -— ac * Glo T fom M Grkay Prey t etc. 
LÀ . . 
— ed) ] ; 
ET CES ] ' 





sicque summas, harum serierum quoque duplici modo repraesentavimus, sci- 
licet per formulam evolutam quantitatem involventem, tum vero etiam 
per formulam integralem, quae ita est comparata, ut ejus integrale nulla 
"methodo adhuc consueta. assignari possit. : . 
$. "t. Applicemus has integrationes ad aliquot casus particulares: ac 
primo quidem sumamus o — 6, quo quidem casu prior integratio'spónte 
in oculos incurrit, at posterior praebet ' 


2z 
f T Il—L n sive 


2^— dala "oem 
1—239 — 7 P 


- hineque simul istam summalionem adipiscimur . . 
. D Ar iacu Eug tt -—- a sire 
QcI-atag gp e— v 7 


id quod jam dudum a mie est demonstritm. 
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s 78. Hic statim patet, perinde esse, quiam numerus ro à accipiatur 
sit igitur A — 1, et habebitur ista integratio , 
dis mm^ 


ce qua sequentia integralia simpliciora 


Doydsls (dsls 
Ji—s m 
' derivare licet ope hujus ratiocinii; statuatur 
zdslz ^ -—, 
aca 4 


et posito zz — v, ut sit ads L- zd et l2 — jl», prodibit- 
^4 (dolo 
di ms . 
si scilicet post integrationem fiat v — 1, quippe quo casu etiam sit a — 4 
sic igitur erit t 
fee —AP:. 
i1—v 
nunc prior illa formula vdiatr. ba inventam, eritque 
dsli-Eadils 
- / 1—ss . —— P— 
haec autem formula HUN ad hané 
(dsls 
1—sx 
modo autem vidimus esse 


J£. dive fH — AP, ita ut sit 4PÉPT | 


—PR—T, . HE 


1—v 


unde manifesto sit'P — — ex quo sequitur fore 


simili modo erit . . 
[LUE M T E 7 
1—25 c. —7 33 


quae, supra et infra "- 1— z- dividendo, praebet 


E L2, 


.AD TOM. L CAP. iv. : (C (25 


"quare jam adepti sumus tres integrationes memoratu mazime dign zE 


TR 
iq 7 7 o3! ! 
dila a 

AH. fI ——3& ] 
dsls m 

ug. [—2-—7, 


$. 19 ' Qüeriadmodum igitur hae formulae ex ipsis calculi integralis 

principiis sunt deductae, ita etiam earum veritas per resolutionem in series 
facile comprobatur; cum enim sit 

qp. mia aida bete, 

et in genere 


^ oat . gi 
Dedi ei pe 








'qui valor posito zz 1 redücitur. ad & IS" patet fore 
fe : -rtIs RE—áik4em—45 iive 
. 1I—l. —4Acx—4emáA 
simili modo ob . 
Vumibirbaaqahpg pete. erit 
(qaem li—iocioioi-ee L—€ seu 
/ 12,1,441 1 E 
icaXc.cubad Uue—As 
tum vero ob 
umida pets erit 
dsig —— 1 1 1 1 LI ME 
i—a& 77 — b — 7. 7735 7 0a$ 3p P Rm. o ve 


fv-lcactadtat5Uem 5 0. 0. 
Vol. JV. m am. 
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Eodem modó etiam 


dila 1 1 1 
1—zs — 4 160. 86 94 


1 1 Li 1^ m7 

«Fuscus T e mur . 
'quae quidem summationes jam sunt notissimae. Neque tamen quisquam 
adhuc methodo directa ostendit esse . ^ 


[E — omm. 
i-i 1a 


$.80. Ponamus nunc 9 — 1, et nostrae integrationes has induent formas 


2 [^en — min. 77 et 

. al — Ei . 
UE 4AM(o. 5) 7 

— 31-3 (1-7 22)d slz n 

NER 

) 1—2 * 414 (cos. T) 

unde pro diversis valoribus ipsius A, quos quidem: binario non minores. 

accipere. licet, sequentes obtinentur integràtiones 














rn. si A—2, erit ] n 
— idis omes 
OS [TER S mu 
2. [osizisens pnm, sive [72 die 2t 


II?. si A— 5, habebimus 
"—i(0—2:)dils, omm 
14:5 —Us 


o f—s:ü-i3dils — (—3dsls | — x 
ze f 1—2 — RR LN 


1". » et 





* Hae autem duae: formulae ponendo zz— v, abibunt in sequentes 


(—4de( —9)lv — axw 


o [908 —nLT 
am f[— Mu —uu e 
2. f[.iw— dele Itm. 


iere -— 
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. Iii*. Sit à- 4 et consequemur 


^ sa (1 — zz) dzlz - aay T ya | nz y (2—Y 2) 








t. Ux: 3 4xXYyx s32(--y3) *" 
— 22(1--z2)dzlz — —a2zdzlz anm . 
2. J. 1—z*. - fiae T3) — 1í0rY 2' 


quae postrema forma redncitur ad hatc 
[- dslz Tee mmc , - 








1—as iio 77 os(0-Y23) 
ine Lid : 
est vero — qo» unde reperitur . 
a po ys - mJm 
1*3  — 8(ü-Ya) —  sya! Dom 


qui valor jam in superiori casu ima est inventus. 


$ 81. Nibil autein impedit, quo minus etiam faciamus 4— 1, dum- 
modo integralia ita capiantur ut evanescant, posito z— 0, tum autem re- 


periemus . ^ Un 
n— (1—32)dils — 
1 [M z(14- 22) ndadbu 
- LG-p3Mada, | 
P— z(1—22) -—e, e 


unde hinc nihil contludere licet. Caeterum etiami nostrae series supra i in- 
venfae manifesto declarant, earum sumias esse infinitas, quandoquidem 


primus terminus utriusque aw fit infinitus, sumto uti fecimus A—1 


. et az t. / . 


n 
$ 82. His casibus evolutis, ulterius progrediamur ac ponemus for- 


' mulas integrales inventas 
M —e j Qo : 
[^ E Tug ENENMN 
i-cz s . 


[^£ uar 
i—z2 . hd 
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ita ut sit . : . . . ' 
msn. —— 
g- mmsnll v a T- nz . 
— "ovi? oM 37 
432 (cos. 77) AX (cos. 77). - 


atque ut ante jam differentiemus solo numero o pro variabili abito: quo 
facto sequentós nanciscimur integrationes 


N——— 2 mE 
A A ] H 
f o s "- 2 


TM itat ze: 
Hunc in finem poriamus. brevitatis ergo angulum 77 

















*x sino 
444 cos. s—ar Lx 


$-— mmsin.g 


3: et 2 





* ac reperiemus 








. p L.C 3p-] sin 1p 1 - sin ag 
d: cos 3g cos Mp dg — cos Mg dy 


ubi est dg- EE unde colligimus 


Dez (5t Gin ca 2 01 y 
det 6m ow. y ^ jm (cos. ED cos. 25 ' 


D 
simil modo ob T'— Aut P ED erit : . 
1 — 3dpsig: 271 v 
- d EX " . 
hincqué . 2 "n . 2 
.Oq4dTN Oo 2 sin. 75 n 
a)- sa o^ 
C08. 77 
- 34 
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z4— D 4*9 


A5 1: ( 2 d ) 

IL " —3433| 7; x5 ^ zoll 

1-rz me co 

T ' (cos 77. I 
QA Le ghe s 2sin.77 


TAL S s m mu 
(c2). 


$. 85. s jm eodem modo series $. 76. inventas denuo differentiemus, 
sumta sola o -variabili , perveniamus ad sequentes summationes 
1 "m . 
— E a3 E a 7 
3 mE m" zs —tugcwcturg — 4-3 arp 
a 2 ) 

Tac GrpS — ete 

2 sin. 


P 2. a3 : 7 
MB' (eI) 0-9 pistu- Grp tru e 
2A 


$ 84:.Si jam hic sumamus 9—0 et A—— 1, prior integratio hanc 





induit formam ' 


.gad:s(sB, xw). a ,3 232 2,232,232 413 a 
PEEELIaAMa-a-ctacta-a-atete 
ita utsit — — 
PEE i: 


d-acts—s4a—urbdemi 
quemadmodum jam dudum demonstrari. Altera: autem integratio ho casu 
in nihilum abit. Ex priori vero integral : 
dist os ^ 
dips iJ az — 38^ í 
alia derivare non licet, uti supra fecimus ex formula 
' diis mm 
ÁRTu—-—Y 


propterea quod hic denominator 1-]-zz non habet factores reales. 


14/700, SUPPLEMENTUM DL 
| o$ 85. Sumamus igitur 4— 2 et v — 1, ac prior integratio dabit 


1piddigia ia* 
14-35 —— say a 


"series autem hinc.nata m 


scts— s Ctt ete., 
ita ut sit . 


* 
sa&— s— i-ikà- etc mas 


quie superiori addita praebet 


1 1 1 — s* (5J-Y 2) 
a-mds—iuctm act M 


Altera vero integralio hoc casu dat 
, [ee m - 
i-4ss T7 36 
.quae cum paragrapho praecedenti — congruit; quemadmodum etiam 
series hinc nata est " 


a a a 
E -a8ta— aca itus tt 


$. 86. Quo autem facilius séquentes integrationes per continuam diffe- 
: rentiationem elicere valeamus, e eas in genere repraesentemus; et cum pro 
. priore s sit 

s- t : - 
2Àco. 77, t. 
integrationes hinc ortae ita ordine procedent 


gÀ-9 p ze e 


ui DR 0.9 - ] 
Lace pate di jv 
Il. Jo mL GG-G , 


z4— —e A--o 
IL. MTzit^t ds zar Gm) 
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—um—I- 2: mE 
z^-* Are 
Tz ds 
v [M dcm Us. qa G3. 


eq at a. 
v. f^ ud: t 2 — (a) 





etc. etc. *. elc. 
^& OBL Pro his differentiationibus continuis facilius absoluendis, po- 
namus brevitatis ergo utm ut sit 
S—-— 
voa? 
tom vero sit 
. sin «9 —p et cot. a —q, 
eritque m 
dp—aoagdo et dq— —apdo. 
Praeterea vero notetur esse 


du mede CE - BLA. 
.His praemissis ob $—e.— erit , . 
(G-em deinde 
d) e e UP, porro 
G3eeQem) — 
(5) m S82). 
3)m e Qr mE mp, 
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e3-«c etj. "prem £P, 


d)-— e mm taeep HE tmr), etc. 


hi autem, valores ob ppc i "m sequentes reducentur 





Sza:. T 

4.) p. us 
Gm EN A y 
A- ez 25 -£ . 


e)cr LA tr 
. m 2fi.€ K 1 ! : 
G)—eeui-s voie 3 


(8$ 88. Has posteriores formas reperire licet ope. horum duorum 


. lemmatum 





^L PETER AT " 


"t. Q iam ede AI- 7. 
hine enim reperiemus . - . 
S—oel,. ME 
"RM p 
2)-9 y 
dd 2 71 : 
Gm)" 7 D 
d5s - p 
u)—* " 
4*8 M LI 1 
Ge —a Tg — BUY 


d*S EUM $&a20p P 
D me P EI) 





5 
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E 2st 183 1 
Q-ecumeR-» 


ir LL MOp jo isap o p? 
25)7 uc $ * [H IP 
$. 89. lpsae autem series his formulis respondentes erunt 


1 1 1 


1 1 . qd 
1-9 0 Ye T. — riga lo nü-e Doug - t9 


d$N 14 1 OST 1 1 1 
G) —QG-93957 Qo (i—oj t (si r9* nu (i-e (aye € 
G —- iil 12 — — — t3 00023 pi -L ete. ! 
de3) — a—o99 t aro9r Gi-2* Gi 7 a9 - 
d*$SN — 1.2.5 1.3.5 ^i25 1.235 
Met —Q(0-—3 7 0-4 7 61-9 tox (54 
— 1.23.8.4 1.2.8.4 1,23-5.4 1.2.5.4 1.2.8.4 
e5- — uL ct üqer— 6-97 (ie Teile ct tt 
u d* $' 1.2.8.4.5 1.3.5.4.5 1.2.3.4.65 1.3.3.4.5 1.3.5:4.8 — ete. 
dot )- — g-or 7 Ue Ce—» * (5 au * Gi-o9* 

















d*- SN — 1.....8 , duos del... d... 
(£5) ü- dk Urs cer Cer | ate 
32) Gar — ugar — i9 arp teta 
^o etc. , etc. etc. 
Circa hos autem: valores probe memirrisee opportet, esse c 


al a p— sin, a 9 — sin. ut * q— co a 9 — coe. 25- 


.$. 90. Eodem modo expediamus nilores seu formülas integrales -al- 
terius- generis, pro quibus est | 
- e Tz ; tang. uu - 
unde cóntinuo differentiando eriuntur sequentes iotegrationes. 
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$. 91. Ponatur iterum 5 —— o; sin. a o 2 p, et.cos, ep-q,utsit: — 


Tu, 

GG» 11 

3.) .—, 

e. 4 - 

ddTy &2p 

NAder)—" 5! 

Gs ot LEA . 
: *Ndo ] 4 — 44 

d' , 24 8 
Deer. 

2l . A»- (i30 . 130 , 16 

av m4 tu , 


2e mms 
Grm 

etc. s 

$. 92. Seríes autem infinitae, quae binc mascubtur, erunt 
TEIQi5- xp Hm WI. ans gp 


dTN — 1 1 1 Hi 1 ] . 
Gm a art exert exeo t export arc tc 
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di — n£ 1.3 D 1,3 1.2 1.2 . " 
(Gs —uü-g3 — Gp i-o Grpg (i-o 5e 


1.2.85 1.3.8 ^ ^1.2.8 5 
(o) ac tex heit tene aime ttt 


1.2. 5.4 i.2.5.4 1.2.54 $1254 1.28.4 

(s —Cü-a Cae twa-a Gio! gi-oh e 
— $2 5.5.5 1.9.8.4. 8 1.3.8.4.5 1.2.8.5.5 12.5,4.5 

dur Ta cT GEO MIAMTLA taies tte 















Gs nU AR rac airs 
etc. etc. 
. $ 95. pene pretium erit, hine casás simplicissimos evolvere, qui 
.: oriuntur ponendo A— f: el 92-0, íta ut sit az. p—90 et q—1, 
unde habebimus - H 








Pro ordine priere - ' — Pro ordine posteriore 
Mp : : 
S—i mE T—9 . 
(d$ — dT xm . 
2,)79 N G. —. 
dd$N s? ddT. . - 
da). Gs -—o 
d'S (qd TN 
(3) —9 QGa-T- 
? 'd* 5z* d —- 
de*/] 7 &a (n -—o 
" 'd* S: " 'd* z* 
dot) 9 det) 74 
d* etat d' Th o 
dot) — 128 det) — 
d* d 79st 
-(2:)—9 de!)— ^m 
ete. . a 7 etc. Da D 


$ 94. Hinc ergo, omissis valoribus evanescentibus, ex priore ordine 


habebiinus sequentes formulas iptegrales cum seriebus inde natis 


d: 
Ryimzi-iti- Tt$— anta 


- di(is* ,.-* 3 1 2 a Li L3 
v J*R.PTRS-adau—cAta-irtte 
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dz(ls)*.  5m* LINE 24 
[EL -i-z- Ra ind ete 
dzi(lz* — eim! — 730 

d m - -A uu — — rr ete 


etc. .0 etc. etc. 
$95 Ex àltero autem ordine pro eodem casu oriuntur 


—dils mm d, 14 1 L fad 1 54 
fiE—V—4akectatadauct ua de 














p—ds(l) — s* . ; . PE 
EcL ACELERAR DUE 
— ds (19* - 
FE-TCROROROR Rem qr 
et. . et. c etc. 
$. 96. Quemadmodum ex primo iter ordinis posterioris deduxi- 
mus has formulas . / 
dis 5o em qp [dri m LEA 
1-s is — 


similes quoque female ies, ex een deduci powunt; cum. 


2 (dads? 2 on 
552 SUA 


" 


enim sit 


ponamus esse 
fie 


1—s5s 





—P, eritqne 
da(l)  — P . 2. t 
[ERA«'—RLé4 : Jj à 
ds(Ig* T, D . 
] PFRROR—R- 
nunc vero statuatur zz— », ut sit zdscoijde, et I5 46v, ideoque. 
z!zi id 9)', quibus substitutis erit 


— v(l* E 
PLI af -4 P— , 
i PLP—L, ideoque PE—Í 
T 





unde fit 
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sicque has duss habebimus integrationes. novas 





a-x 
dsQs* .— ^ tss. . 
i-s — — 1420" 
hinc autem per series erit 


TR pu me(cbz A hue ia a hee te)e 
1 


[35m iem enm Herm 


ds Q9 zm— 2 ponamus esse fem P, 





os. Porro cum f- 


ut t bine obtineamus . 
ds, 2*. ds(s* 2* 
1—s mP—.Y)€4 u-— s" 
nunc igitur statuamus zz—v, v, eritque » 


PIÉIfT e» E ((—7 » 





] 1—9 

unde sit 
s 

pÉ—-zI, N 


-"novaeque integrationes hinc deductae sunt ^ 
^ Jeer- ss* 


——, et t 








i—s 
E 2070 qdads*, oc sint, 
P ——-- 


et vero per series reperitur e. 


[zer- Vus de d de debt), et 


's (12)* 2* . 
[58 -- —APC-—i£$0—aca— 4cá— d te) 
.ita ut sit^ . 

. UE ^g 
Uritghe bh abet —x 
iata —ata— aet m as T irat 
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s 98. Consideremus etiam cams, quibus A232 et 9— 1, ita. ut. sit 


P EM et aoc, hine P—Q—g , unde pro wtroque ordine sequen-. 
^tés habebimns valores 





. Pro ordine. priore ' Pro ordine posteriore 
EJ [ —x 
—-y 07 GO T— 
E ax dTN -u- 
—ws G —. 
14 —o8s* dd E 
dot) —— aya w*)-—346 
' d* S: 11 x*. d* x*. 
det 128y12 - doi J — 16 . 
d*$N 5705 ] d*TN — 55 M 
da) C ways de*)— e 
d*SN. — 861s* d*TN — s* 
dos) — aossy a H . GG —. 
f - 276857 . d* TA ein? . 
77 sieaya de* / — 'sa5e- eU 
24011 n* 'TN — 795* 
cn — sages y'a (or —Um. 
etc. etc. 


4 99. Hinc igitur sequentes integrationes, cum seriebus' respondenti- 
bus resultant; ac^ primo quidem ex ordine primo. . 














feEneLZ i l—i—PtRMRT A 
MELLE DE 
jeseneor — Zu—4tà FLELML up e 
ME m RM 
jeter - Eur —i—n-ta--1— der — ete 
DE um MI M 
jio cR A —— —Br Mut "no! 





--su)ds(ix) | 24611 m soo 5040 — 5040 , 5040 
[-eupREY AS : Temesyac d wm UR E c— wrorete. 


etc. et. etc. 
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$. i00. "Eodem usd e slterius ordinis cum seriebus erunt 


. [ha-i1-1:1— —Pti — Ta etc. 
IT HP UN 




















Jig n-a- sca— sa ure . 
[za uri Eua aue ete 
[TE mu ciebat n maar th 
Let —Á E Wo iate 





ds (2) [] u 
[eg .te-—— Au - ^ X— —2-eu 





i-i 
—d (Iz) s 5040 
[IND LUP TERT tW ud ee 
etc." N etc. ' . etc. 


Hae autem. serics sunt eae ipsae, quas. jam supra $$. 94. eí 95. Sumus , 
consecuti. ^ : 
' . . 07 
$. 101. Praeterea autem ii casus imprimie notari merentur, quibms 
formulae inlegrales in formas 'simpliciores resolvi posurot. Haec autem re- 
.solutio tantum .spectat ad fractionem H ] 
A—e Ace 
ES run o tz , 
To acmz* 


omisso factore 2 on d; quod ostendendum sumamus primo ims et 


-—, unde & aL. pcm Ll, d q—c. » fum amem, inprioi- 
ordine occurrunt alternaüm sequentes fractiones ' . 
piiüi». 05s 
taque acia 
* MN "n * n . " 
quae posito z2—— v abit in icVqwst CUEO cum sit 
. s-It, et Iule, : 





T! -  ' SUPPLEMENTUM Hl. 
1 de(le)*- - 

. . 3T f'i——vlve 

integrari poterit, casu scilicet v — à. 


as(i—55). n (1— 53) - 
IL — Daqa* c sai» —Giu bay " 


quae posito az, abit in Gee s quae ergo forma. ducta E 


in dein vel in^ 
. aret otn, 
semper integrari potest posito ect. 
$. 102. Eodem casu ordo posterior sequentes suppeditat resolutiones 
1 |i3(1—53s5 . 


A C—LpHSCLUPt 
quao 2*2, ; ve in gsias 22) ducta venper ot inei 


—ss(0 oss) — uoc orBss : EN 
NH —T[Ó —QuST Sc :z-k3)^ 


quae facto z22zv fit ' 
—s ad 
5(1—v) t eren 
quae ergo formulae in d (posten ductae fiunt integrabiles; quia. autem in 
hac resolutione numeratores per z vel v dividere non cer alia resolutione 
est opus, quae reperitur ' , : 


N .—-aa(t-ss) 2o —352 7 asQpaas C 
1—3. 750—359 — s iii 
EI e(1- 29) » N E 


» Sive 
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quae formulae ductae in 25 (1 gres, vel in iyzg d Seen, integratio- 
nem quoqne admittunt. 


$. 103. Porro manente 4—83 sumatur 9 — 2, ut sit az p-—sin m 
et q— cos. i et ex ordine priore oriuntur sequentes reductiones. 


a(1 4-35) 2s : 2 (t.-- 31) 

H 17-38 PLI . 
unde multiplicando per 2, E oriuntur formulae integrationem admittentes 
cusu z— 1. 

"n -:(0-—29).. s(1—13) ] 
i438 — — 7 a—334va4 
quae per 2t 2)!/* multiplicata integrári poterit casu z—— t... Ex ordine 
vero posteriori sequentes prodibunt reductiomes. : 
I a(1—39) — s(1-F-as) 
ta-a3€ 8 diea, 


quae duct i in **q Pu fit integrabilis . dd 
IL —-3s(02-395 "-aa. s(1—s5) 
"1-38 7 8(-—33 — (iia) ; 


quae formulae in 2*u 2)!^! ductae fiunt. integrabiles. 


$. 104.. Operae jam erit pretium haec integralia actu evolvere, quare .. 
ex $. 101. ubi o— 1, ejusque numero I nanciscimur sequentes integrationes 





ad dv 1  0* 
fy Pod sys 
'de(l (á 5z* 
2. afiImeY (5— 1) Tat 
deinde yero ex ejusdem $. numero II. ubi etiam haec reductio locum habet 
. Loan 33s ss(i—322) | - 19 ^^ ve(1—39) 


TES OT Wk Kec RET eU Für 


- quae ducta in iISu. dabit 
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dele 4 de(1 19)». a E— 77, 





i-cv ^ 13j i1—v-rev 44 ^ * 
quarum formulorum prior integrationem admittit, est enim 
: fet Lore 
! 1v 7 a3! 


unde invenitur. posterior 
dv(1—2v)lv —L E. 
f i1—v.ce 77 18 


$. 105. Ex $. 102. ejusque numero I sequitàr : 
E i. dv -z7- - 


Tyepe 7— 7. 7 es 
2. 1 LIES. de(l) t$ — gib - . 
aee? q' 7 91Y 
deinde vero ex numero II tit ! 
! . dvlo de( dpaole aL d mm. 
m —-sf 3keqee — 29 
supra autem invenimus esse E 
dele mm 
. 1-977 8 
quo valore substitnto fit ; 
feta — cmo! 
dqeRe 07 ** i 
maxime igitur operae pretium est visum, has postremas integrationes evolvisse. 





$. 106. Quod si ambae formulae integrales 
dv(t — a9)le dv(1-.29)l» " 
"a-ere e f ees iqvecTe9 EA 
ip series convertantur, reperitur 














dv (1 —av)iv 
[e mid Ta osowte u 
LUC DLL 1 2 1 
J dece 0 i asc 7 as 
unde has duas summationes attentione nonni non indignas assequimur 
1 Li mx 
I 1—4—.—43 atu 7*1 —us ute —? 


d Ri-I4i4i-i4iti-i stuetuec : 
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quarum prior a posteriore ablata praebet | 
224 
*hw 


4 a a. zx 
- 36 a6 To; T aoo € Tag? 


eujus duplum perducit ad hanc 

DRILIÍg.i-i- FIGLI 
quae quoniam cum secunda congruit, veritas utriusque summoationis satis 
confirmatur. Quod si vero secunda a duplo primae subtrahatur, remanebit 


ista series memorabilis 
. [1 a à. — 
1—4—.— s atactac un wt —o 
quae in periodos sex terminos complectentes distributa, manifestum ordinem 
, in numerationibus declarat, quippe qui sunt^ ! " 
1—3—2—8-1-- 6. 


Additamentum.: 


$. 107. Quemadmodum superiores integrationes per continuam diffe- 
rentiationem formülarum S et T deduximus, ita etiam per integrationem 
. alias et proreus. singulares integratiónes impetrabimus; si enim ut supra 
fuerit S— F2 existente T' formula illa 
gae gro 
4 ici 
' quae praeter z etiam exponentem variabilem c involvere concipitur, erit. 
per naturam integralium duas, variabiles involventium 


fSde— [£ ft4o, 


ubi in priore formula. integrali /S d o, ubi z pro constanti habetur, statim 
scribi potest 2-21; hoc igitur lemmate praemisso, quia est 


* 
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2479 2- ,9 o4 
[T4 (x2) : : . 
ambas formulas supra tractatas nempe S et T hoc modo evolvamus, et quia 
utramque triplici modo erpressam dedimus; primo scilicet per seriem infi- 
. nitam, secundo, per formulam finitam, ac tertio per formulam integralem, . 


etiam quantitates, quae pro integralibus /: Sdo et f/Tdo resultabunt, 
erunt inter-se aequales. 


-.$. 108 Incipiamus a formula S, et cum per seriem fuerit 





. -; Lc rs — u-— s tum pe — etc. 
erit . , 
fSdoz —l(A-—o)-- 1 -- 9) - 18 4 — 9) — (81 4- 9) — ete. 4- C, 
quam constantem ita. definire decet, ut integrale evanescat polite 9-0, 
quo facto erit 


EIDETITENULIN E ENILET. TU 
quae expressio reducitur ad sequentem 


(4--9)64—9)(654--9(14—9) (044-9) etc. 
fSdezi —23 (6i 964—9(4- 9 (93—2) etc." 
Deinde quia per orzlam finitam erat 





-2——— erit / Sdo — f ———— ado rrt 
2Àcos.75 24 co. 75 


ubi si brevitatis gratia ponatur n-e ut sit 





: Tu d 
de-i7, «a fSdelf 2s. 
quia igitur novimus esse - ! 


iugi ung. ie 


. sumamus. sin. $— em. g, sive ($—99—.—il-—$, eritque d) — — dg, 
- unde fit 


AD TOM. I. CAP. IV. 
[za i i tung (—i9) 
quoniam autem est 


] 1 — m-e) 
D 





E 


ünde nostrum integrale erit . 
f Sdozz —l tang. 77 fex» 9 — EL tang TC T9. 
Ex tertia autem formula equi ! 


z^— 9.p£tte dz t . 
z/* CExEHOÓUUY colligitur fore 


A—e | £4o 
—2 Ts ds - 
fSdec Ca at 


. 449 


quod integrale a termino 22-0 usque ad terminum z-—1 extendi assu . 
mitur; sicque tres isti. valores inventi inter se erunt aequales. Ac ne ob 
constantes forte addendas ullum dubium supersit, singulae Jstae expressiones 


sponte evanescunt casu 9 — 0. 


$. 109. Consideremus hinc primo aequalitatem inter formulam pri- 


mam et secuhdam: et quia utraque est logarithmus, erit 


r9)... 4--o)(64—9 (54-4) (1 4— 9) ete. 
(41 — 4—944d9(64-—9) (144-9) etc. 





^eum igitur hujus fractionis numerator evanescat casibus, vel o — — À, 
vel 9-53, velo — 54, vel o -- 1 etc. evidens est iisdem ca- 
sibus quoque tangentem fieri — 0; denominator vero evanescit casibus vel 
O9 2zÀ, vel o2 — 34, vel o - 5A, ve ez-— 14 ete. quibus ergo 
casibus tangens in infinitum excrescere debet, id "quod etiam pulcherrime 
evenit. Caeterum" haec expressio congruit curn ea, quam jem dudum in- 


* veni et in introductione exposui. 


D 


tum enim erit 
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$ 110.  Productum autem istud infinitum per principia alibi stabilita 
ad formulas integrales reduci potest ope hujus lemmatis latissime patentis 


a(c-]-5) (a4) cp 5-3) (a 29 € -5--2 5) ete 

b( ka) 64-5 6-F «3-9 6-3) Ga 3-3) ete. — 
. b—k 

t Ji ds(—2) 9^ 

— a—ki* 


fy7!dsa—2) *. 





ísd s eie post utramque integfationem fiat z— 1. Nostro igitur casu erit 


Adeo, bL À—a, ez 22, et kzc4h unde valor nostri producti erit 





HEN 
V ju-idia Lad T z-Re). 
E sp. unpTNT 


f2-— jda(—i:U) € 7 €À 


formulae autem istae integrales concinniores evadunt, statuendo gil, 


. ^ ] —54—o 
- ^d. y (1— 44 
ung GE F£dy( n, 


fPdy(—yy *€? 


. quae expressio utique oxani attentione digna videtur. Denique ex formula 


integral inventa erit quoque 





—z2i7]- patte d: | nung TET 
arp "ais [yi 


$111. Operae erit pretium,- etiam aliquot casus particulares evol- 


' vere: sit igitur primo 4— 2 et o —— 1, ac per expressionem infinitam 
- erit v / : 


1.3' 915 17.28 35.81 85.59 





]&5, 11:48, 19.20. a7. 'a9 85.57 — 


fSde- 


deinde per expressionem finitam habebimus 
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fSde-l tang. 7, 
at per forniulam integralem 
. —(1—22) ds 
fSdo- f NIIE 
Tum vero ex aequalitate duarum priorum "expresionum . 


ta v 11. 15. 19. 21 . 
DÉ T — 17 eig 17.25 7 


bhihcque per binas formulas integrales d 
7 
n dy(a—yy) * 
tang, 5 —-4dy0—1)» — 
fdy(—y» * 2 . 


$. 112. Ponamus nunc ese À—3 et o——1, ac per esprewionem 
infinitam erit. 
; 36,9 10, 16 16 30 22 
fSdecbQpey 131'38 17^ i9 ^ a8 
'secundo,.per erpressionem finitam 
f Sde-lung. fc smagss 


ita, ut futurum sit 
&& 5.10 1416 
Y $—U i1 535.1: 


bujique producti valor.per formulas integrale. erit 
|dfdyü—ry *. 


- 
—a 
fdy(—ry) * 
- Denique formula integralis praebebit 
pz —ss) d 
fSdom (TM. 
$115. Eodem modo: etiam evolvamus alteram formulam T, eujus 
valor per seriem erat : 
PE Ü 


Pi ————— U 


etc. 
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unde sit . 

JT doLlk— 1(&.—o) —1--2) —L( i—ej—l(s À -- 9) — etc. 
quae expressio, ut exanescat posito e — 0, erit 


- 9AÀ 2544 
fTdecliil s $ii-es!Wii-oc 


deinde vero cum per fraudi finitam fuerit 


etc. 


T2Z T. tang. 7. 22 erit 

fTde-tis 2 tang. is ubi posito 75 i-e. erit 
. /Tda-f dg tari p— low g. ita ut sit 
fTdao——lo.7 Ls 


cujus valor casu 9 — 0 fit sponte -o denique per formulam integralem 
habebimus I . 


E 
JTdoz— ——A3T—'ius 
ubi integrale itidem a termino z — 0 usque ad terminum z—1 extendi debet. 


$.114 Jam comparatio duorum priorum valorum hanc praebet 


aequationem. - ' 
E 7AA 944 a&4A — ^ asaa- 1 
— Fu — Ai—oo $ÀÀ—co A AÀ—oo er cched ve 


24 


9 9o : [i 
M —Gu)-— o23) (1— zi (1— 5i etc. - 
vel si factores singuli iterum in simplices evolvantur, 


zo. A-Fe A—o 54-Lo 5A--e &À4-e 5À—o 
(0. .;— 7j 4 ' 34. sÀ " sÀ " si C 


quae formula cum reductione generali supra állata comparata dat, az à -- 29, 


b—A,ce——o,etk—22, unde colligimus 
1. 
fac9-*daü iz) * 2! 
E mM 
fac] ds(a—i Marl E 
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Ut autem exponentes negativos z—7?—* evitemus, superius productum ita, 


' Fepraesentemus 


. *o ^ A—e A9 51—o 54e 
cos Di - tV si "gd etc. 


eritque facta comparatione a — 4 — eo, b— A, ,e-z-pe, et kza A, sicque 
per formulas integrales erit . ! 
' ' e—1 —i2M9y ow 
cos. B A2?! d a(1 — 59) - 
J2?7!dz lay aà 
quae expressio ad' simpliciorem formam reduci nequit. 








(0$ 115. Si^ nune etiam i-i et oi, erantqué ternae nostrae 


expressiones 
E yTdeii. tim, Dr 
3.2 6.6 10.10 14.14 
J[TdoLinI SER ee t 
n Il f/Tdo-— len t 4l 312, ita ut sit 


] —. 2.3 66 10.10 14,14 
YaLiILi 9.11" is us C06 


quod productum per formulas integrales ita exprimitur 
1 

[ds(1—2) x 
XT I 


fds(1— zo 
IL. /Tdo— /—i*. Am ih 


z* —ja) 
quod ergo integrale a . termino z — 0 usque ad.z—1. extensum praebet 


eundem valorem -- 1/2, cujus aequalitatis ratio utique difficillime patet, :" 


$. 116. Sit denique ut supra A Get 0— 1, ac ternae formulae ite 
se habebunt - . 


— ". a5 . — 9. 9 15. 16 165 21.21 
L fTda— Hue 8o 234 UR aet 14.16 " 30,23 Cl 
Woddv. . . . 20 
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II. f[Tdaz—lo. t — UE ita ut sit 


3 55 9 9 1515 2121 
Ys 24 910 14.16 "2023 


ideoque per binas formulas integrales 


f[ds(1—z5 — . 





sa 
* Ys— 


J- 1: 


fds(a—i) 
In, [T4oc y 2 
quae posito zz — v abit in hanc 


LL opc-de-»9 
fTdo— —fuu-aéue POT 


Hinc igitur patet, hac methodo plane nova perveniri ad formulas integrales, . 


quas per methodos adhuc cognitas nullo modo evolvere, vel saltem inter 
se comparare, licuit. ^ 
'-—- N ' . H H . 
. gm —M n (ÜÓÓ— € 
dxlx 


3) De integratione formulae [riu ab r—o ad r-—r 
extensa. zfcta z4cad. Imp. 5c. Tom. I. P. II. Pag. $ —28. 


$ 117. Methodus maxime naturalis hujusmodi formulas /' pdzla 
tractandi in hoc consistit, ut eae ad alias hujusmodi formas fq da: redu- 
cantur, in quibus littera q sit functio algebraica ipsius z; quandoquidem 


» regulae integrandi potissimum ad tales formulas sunt accommodatae. Hujus- 


modi aütem reductio nulla prorsus laborat difficultate, quando functio p ita 
est comparata, ut integrale / pd m algebraice exhiberi queat. Si enim 
fuerit f p d c -— P, 'ita üt. formula proposita sit /'dPa; ea sponte redu- 


citur ad hanc ezpressionem .P /z — f^ Pas, sicque jam totum negotium ad 
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- integrationem hujus formulae //— P4 et perductum. Quando vero formula 


fpd«o integrationem algebraicam non admittit, quemadmodum evenit in 


nostra formula proposita K Yücis talis reductio successu penitus caret. 


Cum enim sit JygmS—^. .sin. m, ista reductio daret 


drlxr 
Iva-2375- sin. 2x lx — (Asin. 


sicque post signum  integrationis nova quantitas transcendens À sin. 2 oc- 
curreret, cujus integratio aeque est abscondita ac ipsius propositae. Quare 
' eum nuper singulari methodo invenissem ese 


dzlz [abz-o].. 
[va—ss adz-i -—isln, 





expressio infegralis eo. majori attentione digna est censenda, quod ejus in- 

. vestigatio neutiquam est obvia; unde operae pretium esse duxi ejus veri- 
tatem etiam ex, aliis fontibus ostendisse, ante quam ipsam methodum, quae 
me eo perduxit, exponerem. . 


. ^as. "4 H H * 
Prima demonstratio integrationis propositae. 
^ $ 118. Quoniam hie potissimum ad series infinitàs est recurrendum, 


formula autem /a talem resolutionem simplicem respuit, adhibeamus sub- 
stitutionem V. (1—2 2) -, unde fit x — y (1—yy) bincque porro 


a2 4 ^ 6 D 
hoc ágitur modo formula integralis propositá u E transformatur. in 
sequentem formam — .. 

*x L2*.2* 
. [yes QE TAN 4 — . 
vbi, 'cum sit yzVa-—aa), notetur integrationem extendi debere ab 
y—1 usque ad y — 0; quare si hos terminos integrationis permutare veli- 


mus, signum tolius formae mutari oportct. 
] . 
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$ 119. Quo autem minus tali signorum mutatione confundamur,: 


designemus valorem quesitum littera S, ut sit 
of dzxlx bx 
s-— Ára- a4zci] 
. atque facts substitutione y— Y (1—22), habebimus, uti modo monuimus ' 
TY QI5AG aby— P 
-— fr at Yt ete) Gi 
Sub his autem integrationis terminis, scilicet ab y —0 ad y—1, jam 


satis notum cst, singulas partes, quae hic occurrunt, ad sequentes valores 


reduci 








[X xyidy 148. 8.7.9 .R 
Tec 2.4.6.8.10 3 


ubi nimirum est —-— —fyamy Xa ut 1:5 exprimat rationem diametrá 


ad peripheriam circuli 


$ 120: Quodsi ergo singulos istos valores introducamus, pro valore 


quaesito S impetrabimus sequentem seriem infinitam ^ 
155 , £557 ! 


sc-—i sis Tice tires PORE 
sicque nuac totum negotium eo est reductum, ut istius seriei infinitae 
summa investigetur; qui labor" fortasse haud minus operosus videri potest, 
quam id ipsum, qiiod. nobis exsequi est propositum. Interim tamen ad 
cognitionem summae hujus seriei baud difficulter sequenti. modo nobis per- 
tingere licebit. 
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$ i21. Cum sit | : 
mthi GEL PES: rete 
si utrinque pr a L * multiplicemus et integremus, obtinebimus. 
E si az TG ^ s? Tete. 
sicque ad ipsam seriem nostram sumus perducti, cujus ergo valor quaeri 
debet ex hac expreesione f. mang integrali scilicet ita sumto, ut 


evanescat. posito z — 0, quo facto statuatur z— 1, ac prodibit ipsa , series 


1.55 1.8.5.7 u 
atisctivs ike s: T ete. 


Hoc igitur modo totum negotium perductum est ad istam formülam in- 








tegralem frac quae posito Y (1—3)— —v transit in hanc formam* 
I » cujus integrale constat esse i i d ——l1l zc Quodsi 
loco e restituatur valor y —a2), ota exprenio, qua indigemus, ita se 


habebit 








p E 
. 6I Y aaa 
ubi constans ita accipi debet, ut valor evanescat, posito z— 0, ideoque 
erit C—/2. Quamobrem, posito z — 1, summa seriei quaesita erit 12, 
hineque valor ipsius formulae integralis propositae erit ! 
dzlx 

Y(t—xz) 

prorsus uti longe alia methodo inveneram, ex quo jam satis intelligitur, 


LlscÉ—ibm 


' istam veritatem. utique altioris 'sse indaginis, ideoque attentione Geome- 
trarum maxime dignam: 


Alia demonstratio integrationis prae 


$. 122. Cum ity 


elementum ' arcus circuli cujus sinus — z,. 
ponamus istum angulum — g, ita ut sit ; 
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a sin. et 
atque: facta hac substitutione valor quantitatis S, in quem inquirimus, ita 
repraesentabitur 

S—/fdglsi.g9 [A:ze] 
Cum enim ante termini fuissent 2 — 0 et x — 1, iis nunc respondent 
q —0 et 9 — 905, sive pLi Hic igitur totum negotium' eo redit, ut 


formula / sin.  comriode in seriem infinitam convertatur: Hunc in finem 
dpeog. 
ain. 


mag lsn 2g 2sin.4 p - 2sin.6 p -- 2sin. 8 g -- etc. ! 


ponamus /sin. p — s. eritque d s— Novimus autem esse 


sin. 
Si enim. utrinque per sin. 9 multiplicemus, ob 


. 2 sin. n g sin. g — cos. (n — 1) e — cos. (n -]- 29, 
utique prodit 
Cos. gp — cos. gb cos Sg o cos. 5 g -]- cos. "7 p -- cos. 9 p -]- ete. 
— cos. $ gp — cos. 5 p — cos. 7 9 -]- cos. 9 p — etc. 
Hac igitur serie pro Ar in usum vocata, erit 
$22 — cos. 2 — 1 c05: 4 9 — $ cos. 6 p — 1 cos. 8 p — (cos. 10 g — etc. 
ubi cum sit s Z— / sin. " ideoque s — 0, quando sin: g — 1, ideoque LM 
constantem C ita definire oportet, ut posito y — lw, evadat s—0, 
ex quo colligitur fore 


CcI—1i-4i -ibi-PEeas- 12 


$. 123. - Cum igitur sit uU 
. lin. g — — 12 — cos. 2 9 — cos. 4  — (cos. 6 p — 1 cos. 8 g — ete. 
erit valor formulae propositae 
fd y sin. p C — p 12 — jin. 2 9 — j sin. 4g — sin.6g 
— (isin 8g — sin. 10g —ete— ' 
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quae expressio cum evanescere debeat posito 9 — 0, constans hic ingressa 
erit C— 0, ita ut jam in genere sit : . 
as. ael asin.&9 25sin.69 25in.89 





fdglin.g— —glà— 4i — 0.4 — 3 
— EEUI — ld — etc. 


' Qnodsi jam hic capiatur p — 9v, omnium angulorum 29 49, 
6 9, 8, etc. qui hic occurrunt sinus evaneacupt, ideoque valor quaesitus erit 


o5 8mfdghmge[1Iz$e]-—2m o. 
quemadmodum etiam in priore demonstratione ostendimus. 


- $. 124. Ista autem demonstratio praecedenti ideo lenge antecellit, 
quod. nobis -non solum valorem formulae propositae exhibeat casu quo 


€ — 90*, sed etiam verum ejus valorem ostendat, quicunque angulus pro 
. dzlzr 


€ accipiatur, id quod ad ipsam formulam propositam f. Yü-zs transferri 
poterit, cujus adeo valorem pro quolibet valore ipsius a: assignare poterimus, 
Quodsi enim istius formulae valorem desideremus ab x Z0 usque ad x — a, 
quaeratur angulus o cujus sinus sit aequalis ipsi a, atque semper habebitur 


[,£u- dxix abr-o]|.. 1a 2sm.2a — 2sin4a 2sin.6a 2sin.8a . 
Y —2z2z)ladz-a, ——864—— 4$ 7 —.3 - s. 


Unde patet, quoties fuerit az, denotante i numerum integrum" quem- 


cunque, quoniam omnes sinus evanescunt, valor formulae his casibus finite 





etc. 


m dm " "au : 
exprimi per —, 12; aliis vero casibus valor nostrae formulae per seriem 


infinitam satis concinnam exprimetur. ita si copiatur az. ut sita c e 
- valor nostrae formulae erit ^ 
2" a 
—ia—4cta— witu— uerba — ete 
quae series elegantius ita -exprimitur 


-in-i(-i6bRà-ikA-detee) 
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sicque hic occurrit serica satis memórabilis —— 

1 1 1 1 1 
1—vu aetate 


' eujus summam nullo adhuc modo ad mensuras cognitas revocare licuit. 


$. 125. Quoniam tam egregia series hic se quasi praeter exspectationem 
obtulit, etiam alios casus evolvamus notabiliores, sumamusque a — 1, ut sit 


e «secl atque nostrae" dormulae hoc casu valor erit 


Ys Ys 
—Lia—Wu— zn yi Er: LXI ni —Yicee 


quae expressio ita exhiberi potest 

—4ia -"( Tile t z-c-a— E —debee) . 
i qua serie .quàdrata multiploram. ternarii deficiunt. Sumamus nunc sitnili 
modo a |iTt, ut sit a—— 60" — Em ac valor nostrae formulae he casu 
prodibit ' . 

! Y Y Y 

ia — EE ches 

sive hoc modo exprimetur 07 : ! 


-1a-"- idu wta- RCM debes) 


Adhuc alía demonstratio integrationis propositae. 

' $ 126. Iníroducatur in formulam nostram angulus y, cujus cosinns 
sit — c, siye sit x —'cos. p, et formula nostra induet » hanc formam . 
— Jf d gl cos, g, quod integrale a  — 90* usque ad  — 0 erit extenden- 
dum. Quodsi autem hos terminos permutemns, valor S, quem quaerimus, 
ita exprimetur . 

S—fdglco. v [3:75] 
Ut Bic /cos. g in seriem idoneam convertamus, statuamus ut ante 3 — /cos. 9. 
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essc - t. ' 
i25 20— 2 sin. 4 (D -1- 2 sin. 6 (D — 2 sin. 8 (D-1- etc. 
Cum.enim in genere sit 

2 sin. n (D cos. —sin. (n-1- 1) (D -1- sin. (n — 00, 
Si utrinque per cos. [o] multiplicemus , orietur 
sinp— - sin. 3 p — sin. 5 (D -I- sin. 1. — sin. 9  -- ete, 
-4-sin. (D — sin. 3 D-1- sin. 6 (D — sin. 7. (D -1-sin. 9 (0 — etc. 
quare cum sit Os oe , erit nunc 
Szc.-9 .20 — Sti pero eto penne - 





etc. 


Quia igitur est s — cos. (D, evidens est posito (D — 0, feri de- 
bere 5 — 0, unde colligitur : 


Cz —1--1—i-d-i—id-ete — —12; 
Sicque erit 
1cos. (p 2 — 12 4- 95:9 — €os. do p ome6o, eos. 2:9 - etc. 
quae series ducta in OQ et integrata praebet 
$—/9 cos p C — QI2-- 929 20 sin. AQ, ie 60 ario 


P meno — etc. 


quae expressio quia sponte evanescit posito ——0, inde patet fore 
C— 0, sicque habebimus 

Jüicos.D —— 12-4 (99. sin. Ap, p rese SIG Hr ete?) . 
Sumto igitur o-— E T— 909, oritur ut ante 8 — — 172. Praete- 
rea vero etiam hinc integrale ad quemvis terminum usque extendere 
licet. 





$. 127. Quodsi formulam posteriorem a-praecedente sub- 
trahamus, adipiscemur in genere hanc integrationem 
21 
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J'0 D tang. (p — — sin. 2 (D —$ sin. 6  — $ sin. 10 D — etc. 


unde patet hoo integrale evanescere casibus (D — 0? et in genere 
oQ— m. Postquam igitur istam integrationem triplici modo de- 
monstravimus, ipsam Analysin quae me primum huc perduxit, hic de- 
lucide sum expositurus. . " 


Analysis ad integrationem formulae Are aliarumque 
xx) 
- similium perducens,- V 


j. 123. Tota haec Analysis innititur sequenti lem- 


mati, a me jam olim -demonstrato: —Posito brevitatis gratia 
m—n ' . 
(1—2") » —X, si hine duae formulae integrales: formentur 


JXzx?—ií)zxet/X24—!0:, quae a termino z — 0 usque ad 
terminum z —— 1 extendantur, ratio horum valorum sequenti modo 
ad productum ex infinitis factoribus conflatum reduci potest 

fXaP—^0z (mp | (m--p--n) (g--9) (m--p--2n) (q2-2n) 


fXat-ix — p(m--q4) (p--n) (magn) ^ (p--2n) (ma-q--2n) 
ubi scilicet. singuli factores tam mnumeratoris, quam denominatoris 


continuo eadem quantitate 5 augentur. Hic autem, probe tenendum 





etc. 


est, veritatem istius lemmatis subsistere non posse, nisi singulae 
litterae m, n,p,.et g denotent numeros positivos, quos tamen sem- 
per tanquam integros spectare licet. 

$. 129. Circa has duas formulas integrales, & termino 
£z ——0 usque ad x — 1 extensas, duo casus imprimis.seorsim no- 
tari meréntur, quibus integratio actu succedit, verusque valor abso- 
lute assignari potest. Prior casus locum habet, si fuerit p —— n, 


ita ut formula sit /Xz^—!0 z. Posito enim z* — y fiet 
m—n i 


X-(1—y)",e z—!0z-—kh0y 
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m—na 

Sicque ista. formula evadet 1/2 y (1 — y) » , pariter & termino 
y —:0 usque ad y —: 1 extendenda, quae porro posito 1 — y—z 
. m—n . 

abit in hanc formulam —iLfz. n Oz, a termino z — 1 usque 
ad 2 — 0 extendendam; ejus ergo integrale manifesto est —127» -1- 1; 
unde facto z — 0 valor erit — i. Consequenter pro casu p—n 
habebimus 


FX gn—iQ z [irme —üh 
sicque si fuerit vel p — n vel q — n, integrale: absolute innotescit. 
$^ 130. Alter casus notatu dignus est, quop —n—m, 
ita ut formula integranda sit /X:x*—7—102; tum enim, si pona- 
zi z 
tur z(1—2?)* sive —— ——,— y. posito x — 0 fet y — 0 
. (1—27)s 
at posito z——1 fit y — c; tum autem erit 


agnam 
y^-n— —Xan-m 





n—m 
(í—27) 3 
unde formula integranda erit fyn7535, Cum igitur sit 

zx — | : z^ — yn 
Ad—Ww erit ica , 


G-ey 





unde colligitur 2" — 


y* 
1? 
cujus differentiatio praebet 

' e- 99 - 

— sry 
quo nda substituto formula mostra integranda erit 
N 21* 





ideoque nin —aly- 0 cby)s 
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f^ y 
ie os 


8 termino y — 0 usque ad y — c» extendenda, quae formula ideo 
£st notàtu digna, quod ab omni irrationalitate est liberata. 


$. 131. Quoniam igitur hoc casu ad formulam rationa- 

lem sumus perducti, ex elementis calculi integralis constat, ejus in- 

tegrationem semper per logarithmos et arcus circulares absolvi posse, 

tum vero pro hoc casu non ita pridem ostendi, hujus formulae 
z"n—!0z . . 

f ——-—- integrale, ab z ——2 0 usque ad z — «c» extensum, re- 


1d-z* 


duci ad valorem facta igitur applicatione pro nostro casu 


nsin, *** 
"n 


habebimus 
. yn-?-!20y — m LoT.. 
i-ry" ^ nsin (9 —7)7 77 p gin, ft 
" 


n 
quamobrem pro casu p-—— n — valor integralis sequenü modo 
absolute exprimi potest, eritque 
: : abx—o T 
n—m-1 — 
fXz 9x las C nein m? 
quod idem manifesto tenendum est, si fuerit gy. — 1 — m. 
$. 132. His praemissis, ponamus porro brevitatis grauia 
ÁXzt-i0x [21] -—Pet 
fFXat-tios [2521] — 0. 
atque lemma allatum Tobis praebet hanc aequationem 


Pi — (GvH9a , (nte) (92) , (mdp deas) (9-27) 
Q— $e) Groini ri) Cri eui rpas) t 


Hinc igitur sumendis logarithmis deducimus 
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IP-1Q—Km--p)-Ip--I(m--p--n)- (p-en)--((m--p-2n)-Kp--2n)--etc. 

-EIq— (m^ q)--K(q--n)- (m-4-g-4-n)2-Kq4-2n)-K(m--q4-2n)--etc. 
haecque aequalitas semper locum habebit, quicunque valores litteris 
m, n, p et q tribuantur, dummodo fuerint positivi. 


$. 133. Cum igitur haec aequalitas in genere subsistat, 
etiam veritati erit consentanea, quando quaepiam harum litterarum . 
m, n, p et q infinite parum immutantur, sive tanquam variabiles 
spectantur. ^ Hanc ob rem consideremus: solam quantitatem p tan- 
quam variabilem, ita ut reliquae litterae m, n et g maneant con- 
stantes,: ideoque. etiam quantitas O erit constans dum altera P va- 
riabitur; ex quo differentiando nanciscemur hanc aequationem 

T —sh5— P RC PR xxEERC RU 


3p 2p 
"Exc pgac4 99 


ubi totum negotium eo redit, quemadmodum differentiale formulae 
P, quae est integralis, exprimi oporteat. 


$. 134. Cum igitur p sit formula integralis 'solam quan- 
fitatem z tanquam variabilem involvens, quandoquidem , in ejus, in- 
tegratione exponens p ut constans tractari debet, demum post inte- 
grationem ipsam quantitatem P tanquam functionem duarum variabi- . 
lium z et p spectare licebit; unde quaestio huc redit, quomodo va- 
lorem, hoc charactere à 3 3p exprimi solitum, investigari oporteat, qui 
si indicetur littera Z7, aequatio ante inventa hanc induet formam 


1 

PCxB— PUERO Phb a RET phus 9 
Hanc vero seriem infinitam haud diffüculter ad expressionem finitam 
revocare licebit hoe modo: Ponatur 





166 SUPPLEMENTUM III. 
qnd? ygBo eH yb mee oem 





4- etc. 





m-ep p m-ep--n pen m-pa-2n 7 po-2n 

ita ut facto v —.1 littera s nobis exhibeat valorem quaesitum m ; 

at vero differentiatio nobis dabit 

EH —ymeEP-—4 ybi Lp unnm yb 14 4 ym--PEin—t 
— yt--2n-1 c etc. 

cujus seriei infinitae summa manifesto est 

v"RPOC3l—gB—45 — P^ (ym — 1) 


1—vuw  i—vw 








Hinc igitur vicissim concludimus fore 


quae formula integralis & v — 0 usque ad v — 1 est extendenda; 
Sicque n^n 


sc ES ze" IseS. 


1—v^ . 

$. 135. - Ad valorem autem GL quem hic littera Z7 in- 
dicavimus, investigandum, ex principiis calculi integralis ad functio- 
nes duarum variabilium applicati jam satis notum est, differentiale 
formulae integralis P — /X z?—:0 z ex sola variabilitate ipsius p 
oriundum obtineri, si formula post eignum integrationis posita X z?—, 
ex sola variabilitate ipsius p differentietur, atque elementum OQ p 
signo integrationis praefigatur; at vero quia X non continet p, hic 
wt constans tractari debet: potestatis vero z?-— differentiale hinc 
natum erit z?—10pz; quam ob rem ex hac differentiatione orie- 
tur gQP — O0 p/Xz?—!0ziz, ita ut tantum post signum integra- - 
fionis factor 7: accesserit, ex quo manifestum est, fore 
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- abx— 
H-—yfXz? 1ozlz si]. 
hinc igitur sequens thcorema generale constituere licebit. 


Theorema generale. 
m-—n 
$. 136.  Posito brevitatis graüa X —(1— x") *» » 
sequentes formulae integrales omnes a termino z—— 0 ad terminum 
Éz —c1 extendantur, sequens aequalitas semper erit veritati consen- 


tanea 


si 


Xaz?—-!Q9zixz  — fz?—i(z"—1)0x 
f/Xz?—iQa -f i—zah o 

nihil enim obstabat, quo minus loco v.scriberemus x, quandoqui- 
dem isti valores tantum a terminis integrationis pendent. 

$. 137. . Hoc igitur modo deducti sumus ad integrationem 
hujusmodi formularum /X z?—!0 zz, in quibus quantitas loga- 
rithmica /z post signum integrationis tanquam factor inest, quarum 
valorem exprimere licuit per binas formulas integrales ordinarias, 


cum sit 
: [X 21719212 — /Xat- 122. f. 


integralibus scilicet ab z — 0 ad x —1 extensis, ubi brevitatis. 
m—n 
gratia posuimus (1— 2?) » — X. Hinc igitur pro binis casibus. 


memorabilibus supra expositis bina theoremata particularia derivemus. 





032 





, 


ghi [C mm 





Theorema particulare I, quo p — n. . 
(. 138. Quoniam supra vidimus casu p — n feri 


fXz*—tüz-— i, hoe valore substituto habebimus istam. aequatio- 
nem sstis elegantem 
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fXa-tsiscaf5 et 09, 


dum scilicet ambo integralia ab z —— 0 ad z —— 1 extenduntur. 


1—z^ 


Theorema particulare II, quo p —n—m. 


$. 139. Quoniam pro hoc casu, quo p—n— m supra 
ostendimus esse ! 





T 
Xaz"—-m»-1 L——u N 
[Xe Ld n sin, , . . 
nunc deducimur ad sequentem.integrationem maxime notatu dignam 
. ] c gn-—m—1 z"—1)0zm 
JXz^-"—-!9zlz-——. -- a um—10)2- 
n sin, 77. 1—z* 


si quidem haec ambo integralia ab z — 0 usque ad xz — 1 ex- 


- tendantür; ubi meminisse oportet esse 
m—n 


X —(— anu. 

$. 140. Hic probe notetur, theorema generale latissime 
patere, propterea quod in eo insunt tres exponentes indefiniti, sci- 
licet m, n et p, qui penitus arbitrio nostro relinquuntur, quos ergo 
infinitis modis pro lubitu definire licet, dummodo singulis valores 
positivi tribuantur, ita ut semper valor hujus formulae integralis 
fXxzx?-—íÀziz, quam ob factorem i z tanquam transcendentem 
spectari oportet, per formulas integrales ordinarias exprimi queat, 
quae cum sint generalissima, operae pretium erit nonnullos casus 
speciales evolvere. 


L. Evolutio casus, quo m — 1 et n— 2. 
$. 141. Hoc igitur casu erit X — 
casu theorema generale ita se habebit 


! . 
G—aj: unde pro hoc 
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z*-tàzlw | aiP—iü0mr zP—i9zr 
y(1—zz) yü-—zz)J i1-pz ^ 


siquidem singula haec integralea ab zx —— 0 ad z-—li. extendantur. 
Quoniam igitur hic téntum exponens p arbitrio nostro relinquitur, 
hinc sequentia exempla perlustremus. . 


Exemplum L quo p—1 
$. 142. Hoc igitur casu aequatio superior hanc induet 


formam 
Oxlxz ——. 2L] ox 
Ávü-—zz)—— — yü—s3) Vis 
ubi, integrelibus ab z — (6 ad z—1 extensis , notum est fieri 
nS H et z;—12; 
ita ut.jam habeamus 


9zix abx-c01. 
/vt (1722) [42:1] — 02. 


quae est ea ipsa formula, quam initio hujus dissertationis .tracta- 
vimus et cujus veritatem jam triplici demonstratione corroboravimus 





$. 143. Eundem valorem elicere licet ex theoremate par- 
ticulari secundo, quo erat p—n — m, siquidem nunc ob n— 2 
et m — 1 erit p — 1; inde enim ob X — vut .istud theo- 
rema praebet 


Oxix - T. ox —cia. 
Yü-zz)— 2sn.TJ1-pz ^ ^? 


Exemplum II. quo p — 2. 
$ 144. Hoc igitur casu aequatio superior hanc induet 


formam 
xoxlx xox xox " 


Áyü-zsz)— — yü-zz) Áixsz 
Fol. IF. 22 
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Jam vero integralibus ab 2 — 0 ad z ——1 extensis, notum est 
fore . 
fuix—a4e«y29*-4-12; 
- Yü—xx)— ix — J 
ita ut habeamus - 
xOxlx [abx—o 


JVü—az) sisi] —12-—41. 
$. 145. Quoniam in hae formula integrale viis al- 
gebraice exhiberi potest, cum sit — 1 — y/(1— zz), valor quae- 
Situs etiam per reductiones consvetas erui potest, cum sit I 
9xlx .. z 
Jy oH — Y (t—22)1x — 8 [I — y (1-22), 


positoque z — 1 erit 


8x1 2x 
Ávüsaa) 7 — EI —y(t —22)], 
.ad quam formam integrandam fiat 4 — y/ (1—22z)-—z, unde 


colligitur zz — 22 —— zz, ergo 21z —lz A 1(2 — 2), sicque 
fiet $2 — NIA ; quibus valoribus substitutis erit 
a az(1— 
MT -y0—z2)].-2/$l9, 
qui ergo valor erit — C — z — 1(2— 2). Quia igitur posito 


& — 0 fit 2 — 0, constans erit C — -]- 72; facto igitur x — 1, 





quia tum fit z — 1, iste valor integralis erit /2 — 1, prorsus ut 
ante. . 
$. 146. Eundem valorem suppeditat theorema prius supra 
allatum, quo erat p —n— 2; inde enim statim SU AIRIE — /—us 
. Ante autem vidimus esse /Hi-!: — [2; ita ut etiam hinc pro- 
deat valor quaesitus / 2 — 1. 


Exemplum lIL. quo p— 3. 
$. 147. Hoc igitur casu aequatio in theoremate generali 


allata hanc induet formam. 
xxoxix | xxoxrx xax 


Ár(i—s9) — — Avaya 
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Per reductiones autem notissimas constat esse 
cxx abx—0 .5, 


A Yü- sz) adx——i 


zx " 1 
at vero fractio spuria ia etur in*has partes v— t -t- — 


14» 
unde erit 
xox 


(ps —drx—u-i(i 42), 
quod integrale jam evanescit posito z——0; facto ergo z——1 ejus 





valor erit — —1-1- /2; quamobrem integrale quod quaerimus, erit 


*üxix[abx— 
Ay basi] 7 802 —29. 


Exemplum JV. quo p-—4. 


$. 148. Hoc igitur casu aequatio superior hanc induet 
formam ! 





S0xrlxz. xjax x3üxrs 

Vas) madiuni yas) E cxt 
Per reductiones autem notissimas constat esse 
y: z?*ox abx-— 








Y(i—xx) Lad —4] — $^ 
tum vero fractio spuria LE resolvitur in has partes x r — z 


d-i—U0u E. i' unde integrando fit 
AE i iz? —4jzx--x—1l( 2), 
ox quo valor formulae erit —$ — /2. His ergo valoribus substi- 
tutis adipiscimur hanc integrationem 
/fE39z1x abx-0 
Áyü—z Ux: —— HG — 12). 
Exemplum V. quo p — 5. 
$. 149. Hoo igitur casu aequatio superior hanc induet 


formam - 
fi3zi — x*ox JER. 
Yaü-—xzx)-—— —/vü-zss i ier 
22* 
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Constat autem esse 
x*Q0x  Labxz— —18. 
Jyü—esj ladail 7 £4 
( 4 
tum vero fractio spuria TES manifesto resolvitur in has partes 
az —zz--z-—1i-r zi unde integrando fit 
" . 
FIRE Lis —i[i iex — zd 4-2) 
ex quo valor formulae erit — — £ -1- 72. His igitur valoribus 
substitutis prodibit ista integratio 


at] bx —— «3 
Aires] Laaaccalmm — gang (12 — &)- 


T- 
— 
2 


,Exemplum VI. quo p — 6. 
$. 15o. Hoc igitur casu aequatio superior induet hanc 
formam 


"MP — ] z*ox xs0mx 
Y(iI—zx) — —Jya —zx) Ku z 
Constàt autem per reductiones notas esse 





x*ox bxl—04 . 24 
^ x) ddx —44 — 


Y(—x 3.5? 
1 : 2d "m3 nlosc - 
tum vero fractio spuria iz resolvitür in has partes 
A 
a 


— a*-Lzz-——r-1 — ghe 
unde integrando manciscimur 
59 ! M N 
Aepicie—iz- ui P —izz-d-xz—1(1:-4zm, 
ex quo valor hujus formulae erit — & — 12; quibus valoribus sub- 
- süitutis prodibit ista integratio 


x*üzlxz pabx——04. | 2.4 
JY — ua) Lada i — 7&5 (&g —12). 


IL Evolutio cásus quo m—3 et nz 2. 


.$ 161. Hie ergo erit X —V/(1 — zx), unde theorema 
nostrum generale nobis praebebit hant aequationem 
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uta 
f2t7102lz y (1 —22)— Jf-s y —aa) f eue, 


ubi cum sit 
x*'—1. —xzrxr—xz—1 EMEN 
1—zxx— xdi  — xit 


erit postrema formula integralis 
z?P—g9r 
ix ! 
quae integrata ab z — 0 ad x — 1 dat 
1 z?-ioz : 


—————[————; 


pi 1-rcx 
quamobrem habebimus 


—/faztüx— 





3 





fat—0zxlz. Y fats (ie ( M 


Hinc igitur sequentia exempla: notasse juvabit. 


Exemplum IL quo p — t. 
7 $ 152. Pro hoc igitur casu postremus factor evadet, 


14-12, ita ut sit 

Oziz. ya —zxz)-—— (4-12) /22 y (1— zz). 
Pro formula autem /Ozy(1—zz) statuatur y (t—z2) — 1 —vz, 
fietque - 





PEEL) 1—vv 
OOT—rebov). et y(t—z2)— 1-cvv' 
atque QgfO m, unde- fiet 
— 28v (1I—vv)* 
92y (1—22)— e". 
cujus integrale resolvitur in has partes 
2v v 
QEesyi— Ppov -]- Arc. tang. v; 
quae expressio, cum extendi debeat ab 2-0 usque ad z — t, 
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prior terminus erit v — 0, alter vero terminus est v — 1; ita ut 
integrale illul a v — 0 usque ad v — 1 extendi debeat. At vero 
illa expressio sponte evanescit posito v —- 0, facto autem v — 1, 
valor integralis erit — T, quamobrem habebimus 
be—0]. . í 

fàzlz.y (1—22) [4821] — — 10-12 

$. 153. Hic quidem calculum per longas ambages evol- 
vimus, prouti reductio ad rationalitatem formulae y/(1— xx) ma- 
nuduxit; at vero solus aspectus formulae /O z y/ (1 —xx) statim 
declarat, eam exprimere aream quadrantis circuli, cujus radius — 1, 


quem novimus esse — 7. — Caeterum adlüberi potuisset ista reductio 


fàzy (1—22) 4o y (1 —c2)- M yes; 


cujus valor ab z — 0 ad xz — 1 extensus manifesto dat. T. 


Exemplum II. quo p — 2. 
$. 154. Hoc ergo casu postremus factor fit 
3àz . 
Ici —12; 
Sicque habebimus 
f[zàüzliz. V—22) 2 —( —-12)/222 y (4 —x9xy 
perspicuum autem est, esse 
d232y (i22) 6-4 a—e2) 


qui valor ab z — 0 ad z—1 extensus praebet. j, ita. ut habea- 
mus 


fxàxlm.y(5—22) [zzi] 7— 41(0—12* 


AD TOM. L CAP. IY. 176 
IIL Evolutio casus quo m zz1 et n — 3. 
$. 1554 Hoc igitur casu erit X — ,—4— ——3,— yu unde 
theorema generale nobis praebet hanc aequationem 
xP—!'üzriz f zxt—0xc gb—i (2—1)07 
y(a—2)»' J y(1—23)** 1—x 
ubi postrema formula reducitur ad hanc 
f r?-iüzc 
CJ wzaz-ci 
ita ut habeamus 
a?f-!0rimz — z?—10z xz?P-i0x . 
yü-—ay— —yu-iy zr--r-4-1i 


tequentia igitur exempla adiungamus. 


Exemplum Ll. quo p— 1. 


$. 156. Hoc igitur casu UR factor evadic zin 


cujus integrale indefinitum reperitur Ys Arc. tang. i. qui valor ' 


posito z — 1 abit. in ami quocirca hoc casu habebimus 
Om. o 0 04 f zr 
Vac o miya-sy 


at vero formula integralis [od peculiarem quantitatem trans- 


e 
ya— -z 
cendentem inyolvit, quam neque per logarithmos, neque per arcus 
circulares explicare licet. —' . 
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Exemplum II. quo pzz2. 


f. 157. Hoc igitur casu postremus factor erit f. 232 —, 


qui in has partes resolvatur 


2x0x-Fox — 
MAxrepx CC Doi , 


ubi partis prioris integrale est 





. Il(1--x--z2)-——113 (posito scilicet z — 1); 

slterius vero partis integrale est — 1. yj quo valore substituto ha- 
bebimus . 

xz 

x5 


zoziz 
ya-: ai — —i(5— sf va 


Nunc vero istam formulam integralem commode assignare licet per 





reductionem supra initio indicatam; cum enim hic sit m — 1 et 
n — 3, tum vero sumserimus p — 2, erit p — n — m. Supra au- 
tem $. 131. invenimus, hoc casu integrale fore 

, 


7T 





7 nsin 27? 
n 


qui valor nostro casu abit in 


T 02 ! , 


3sin T  3Y3^ 
"8 





Hoc igitur valore subsütuto, nostram formulam per meras quanti- 


tates cognitas exprimere poterimus, hoc modo 


(Wo zozix bx —o 
Jy ey ven mh nita 
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IV. Evolutio casus quo mca et m-. 


- 158. Hoc igit s i X , 
$ L5 oc Agitur casu eri Ya- aca unde the. 


rema generale praebet istam aequationem . a 
z?-!0rlz z?—!90zg zi (21) 
Y(—a5 iari amabo 

Ubi forma postrema transmutatur in hanc U' 

-fz O'z (1 R2 M 
T7 i-Hr-Ezrzoc PT 





unde fiet 


z?-Íí0 zziz — z?—!97z zP-0r(t--z)c 
Yü—s ——/ ne 7 2 


4 Tx nal LE 
unde Sequentia exempla expediamug. . . sul 





Exemplum I. quo: pi. | H 
$169. Hoc.ergo casu membrum postremum erit ^ui. 
eujus integrale in has partes distribuatur. 


VETAT 


. unde manifesto pro casu z — 1 prodit j (18-73): quamobrem 
noàtra aequatio erit . 
Ozxiz 
1T5———R 34- 
ya—27-iC 59 fva —- 
In hac autem formule integrali, ob m — 2 et n— 3, quia eumsi. 
mus p — 1, ertp—n-—m; pro hoc etgo casu per $. 131. va- 


lor istius formulae absolute exprimi poterit, eritque 
Fol. IF. 23 
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-. 
"|q 
|j8 
8 
Ni 
[ 
e 
is 


consequenter etiam hoc casu per quantitates absolutas consequimur 
hanc formam 
Orlz pazco.. T T 
ya- a) ai] — 453 ups)- 
$. 160. Quodsi hanc formam eum postrema casus prae- 
cedentis, quae itidem absolute prodiit expressa, 'combinemus, earum 
summa primo dabit 


zocriz fr uy 2013, 
Va— -gy 1—z3 syst 
sin àutem posterior a priore Ccaate. orietur ista aequatio 


zàórizr Qmiz  —» s.-x4 

ya—-s* JyG—e6) 7^ 
Quoniam hoc modo ad expressiones satis simplices sumus perducti, 
Operae pretlum erit ambas aequationes sub alia forma repraesentare, 


qua binae partes integrales commode in unam conjungi queant;, 


statuamus 'scilicet LL — ..——z, unde fit 2T 
UM yas c^ "^ n yacayctete 


que prior formula induet hanc speciem F asacis » posterior vero 


istam fes, tum vero habebimus zu — 25, unde fit z? — 7" 


EELIE 





ideoque 


dzclciz—jb(1-2-z 


)— "yas 
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lincque porro 


22. ..25 $z0x Oz 
E a. dba xq 


quare bis valoribus adhibitis, prior formula integralis evadit 


zoóz z 
^et yas 


altera vero formula erit 


fà. eLL—— 
c yürs) 

& 161. Quoniem autem integralia ab z;— o ad xz —1 
extendi debent, notandum est, casu z—c O0 fleri 2 — 0, at vero 
casu r — 1 prodire z — oo, ita ut novas istas formas a z — 0 
ad z — oo extendi oporteat, Quo observato prior harum formula- 
rum dabit 


u zt Uo m-"1g$ 


p . !y Gr 25 VGre [3:zs]7 —— Sys ur WT ^» 
posterior vero 


Lo 1$ TT 
E ui yox 35) [: ez —— -m —Omt 


Hinc igitur summa harum formularum erit 


finas t !omTls 
tS yrs NELLE 


at vero differentia 

J8s0—9. 1 5 iT 
ue H y(12-23) i 
23*. 
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$. 162. Hic non inutile erit observasse, istum logarith-i 


mem EE, 


verti posse; cum enim sit 


Hee) rm 7I 


erit per uu 


commode in-seriem infnitam satis simplicem con- 


tero 





1 1 E! 1 1 
!'YyGrmiy^ —1(3— ait de — an e gan 7 eto) 
verum ista resolutio nullum usum praestare potest ad integralia haec 
per series evolvenda, propterea quod potestates 3psiu& Z in denomi. 
: matoribus occurrunt, ideoque singulae. pertes non ita integrari pose 
sunt, ut evanescant posito z — 0. 


Exemplum IL quo p—2.: 
$. 163. Hoc igitur casu factor postremus evadit. 


ferox a Tx) 


13-0 xdxgx* qui in has duas partes-discerpitur /'Q x — ^u " 
cujus ergo integrale ab :——0 'ad z-—1 extensum est — 4 — Ds. 


Hinc igitur deducimur ad hane aequationem 


romrir [-— ro £o ! 

ya-s a3) — - —fy (5— 23) x3) 
Hic autem notandum, istam formulam. integralem nullo, modo abso 
late exhiberi posse, sed peculiarem quandam quantitatem transcen- 
dentem involvere. . ui . 


] : V. Evolutio casus, quo m —2 et n zc 4. 


$. 164. Hoc igitur casn erit X — vá unde theo- 
rema nostrum generale nobis dabit haüc aequationem 
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zP-i9zriz -f.: az)—10x z$109:x 
ya-a) Jya-—s5 JA 


at vero problema particulare prius pro hoc x praebet 





"oxlz. x?0s» 
Y-—as)-— -Miese 
Cum autem sit 
"as 
p j—1, 


erit absolute 

Aer Lanzi]7o — £4 — 12» 
at vero hic casus congruit cum supra f. 144. tractato. — Si .enim 
hic ponamus zz-—cy, quo facto termini integrationis manent y — 0 
et y — 1, erit 2x — 1g et x0 x —4 Oy; quibus valoribus sub- 
Slitutis nostra' aequatio abibit in hanc formam 


yoyly s. 9, — 
2335 --—i — 12), sive Á 755 zi2—1, 


prorsus ut supra. 


$. 165. Alterum vero theorema particulare ad praesentem 


casum accommodatum dabit 


müxiz | —mTpxOmx. 
Jya-x)— —U 4 ipzai 


est vero 
a2 
Apa (1-22) —412, 
it& ut habeamus 


xóxiz [abx—o 
Jy a—2 [im —512 


Quodsi vero hic ut ante statuamus x z — y, obtinebitur 


9y1y .— 
Jy 35)" ——i12, 


qui est casus supra $. 142. tractatus. His duobus casibus ex- 
ponens p erat numerus par, unde.casus impares evolvi conveniet. 
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'Exemplum Ll. quo pf. 
$. 166. ' Hoc igitur casu formula integralis postrema fiet 


/i2z. i z;77 Arme. tang. v, ita at posito z — 1 prodeat Arc. tang. 


z—— 7; tum vero aequatio nostra erit 
3zix T 
fy (i-a*)— 4 Viay , 


integralibue Scilicet ab z— 0 ad zr ——-41 extensis; ubi formula 
K arcum curvae elasticae rectangulae exprimit, ideoque ab- 
m gu p. ideoque s 
solute exhiberi nequit. 
Exemplum IL: quo p—3. . 
$. 167. — Hoc ergo casu formula integralis postrema erit 
E2395 — fü — f. 9x . 
14xx— i-czmi 
cujus integrale posito z — 14 fit — 1 — T, ita ut nunc aequatio 
nostra evadat 


zroxiz xzÓz 
Kyo mm — UU — 4) Yacsey 


quae formula integralis pariter absolute exhiberi nequit; exprimit 





enim applicatam curvae elasticae rectangulae. 
$. 168. Quanquam autem haee duo exempla ad formulas 
inextricabiles perduxerunt, tamen jam pridem demonstravi, produc- 


tum horum duorum integralium 
ax zzox 
Á/vü—em* Ára-) 
aequari areae circuli, cujus diameter —— 1, sive esse — T; quamo- 
brem, binis exemplis conjungendis, hoc insigne theorema adipiscimur 
Oxlx Iiis —- 1 
Jy) Ya-e) (1 — 1. 
Facile autem patet, innumera alia hujusmodi theoremata ex hoc 
fonte hauriri posse, quae, per se spectata, profandissinrae indagi- 


nis sunt censenda.' 





SUPPLEMENTUM IV. 
.4D TOM. I. CAP. F. 


INTEGRATIONE FORMULARUM. ANGULOS SINUSVE 
ANGULORUM IMPEICANTIUM. 


1) De formulis differentialibus angularibus maxime 
irrationalibus, | quas tamen per logarithmos et 
arcus circulares integrare licet. — M. $. Academiae 
exhibit. dis 6. Maii 1717. 


$. f. Quae jam saepius sum commentatus de formulis 
differentialibus irrationalibus, quae nulla 'substitutione ad rationalita- 
tem revocari possunt, nihilo vero minus integrationem per logarith- 
mos et arcus circulares admittunt: etiam transferri possunt ad ejus- 
modi formulas angulares, quae sinus et cosinus cujuspiam anguli 
involvunt. Forma autem generalis hujusmodi differentialium, quae 
"hoc modo tractari possunt, sequenti modo repraesentari potest; de- 
notante (D angulum quemcunque, designet d» functionem. quamcun» 
que rationalem ipsius tang. z (D, atque inveni istam. formulam 
459 (D (fsin. 4 p -I- g cos. à D) 
"V (asm.ni-- beo. nQ)* 
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semper per logarithmos et arcus circulares integrari posse, id quod 
a casibus simpliéioribus inchoando in sequentibus problematibus osten- 


dere constitui. 


Problema 41. 


& 2. Proposita formula differentiali 9 eos. D éjus in- 


Vy cos. n D* 


tegrale per logarithmos et arcus circulares investigare. 


. Solutio. 

Quoniam mihi quidem alia adhuc via non patet istud prae- 
standi, misi per imaginaria procedendo, formulam y — 4 littera 
i in posterum designabo, ita ut sit ii— —1; ideoque: 1 — — i. 
Jam ante omnia in numeratore mostrae formulae loco cos. (D has 
duas partes substituamus 

1 (cos. QD -i- i sin. (D) -41- E (cos. (D — i ein. (D), 
etque ipsam formulam propositam per duas hujusmodi partes reprae- 
sentemus, quae. sint 

9 (D (cos. (D -4- i sin. D) 9 (D (cos. (D — i sin. (D) 

9p-— y cos. n (D U To Yen (C 

ita ut ipsa formula nostra proposita sit £0 p-]-i0 q, ideoque ejus 
PH, 


et 0q— 


integrale 
$. 3. Nunc ambas istas partes seorsim sequenti modo 
tractemus. Pro formula scilicet priore 


2 (p (cos. D -1- i sin. (D) cos. (D -- isin. (D 


——M Ro — A — 
9p V co. statuamus Voenj z, 
wt sit Op — «0 (D, ac sumtis potestatibus exponentis m habebimus 
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zo (cos. (b -- i sin. o» 
Cos. n 
Constat autem esse . 
(cos. (D -1- i sin. (D)" — cos. n D -I- i sin. n (D, 
Sicque erit z^ — 1 -i- itang. n (D, unde colligitur 


z^ 





—1 
——— i — na. 
i —i(1— zx") 


tang. n (p — 
hinc cum posito in genere tang. «9 —Z, sit 0 o — iie erit pro 
nostro casu 
—niz^-!üz . 
nao- TRITT TPLAAL im 
idq-ii—2iiz"--iizx?" 
quae formwla ob ii—— — 1 transmutatur in hanc 
20p— 


hineque dipsa formula 


0p—220— 422 


2—zn' 


—izrn—iümr 


2g^— y^" 


quae cum sit rationalis, ejus integratio nulli difficultati est subjecta. 


V 4. Quodsi jam simili modo pro altera formula 
24 — 2€ Cos Q — iin. 9) statuatur eos. O — isin. D —y 

V cos. n (D V cos. n (D 
ut sit Qq — y 0 (D, per similes operationes, quae a praecedentibus 
in hoc solo discrepabunt, quod littera i negative sit accipienda, re- 

" ; ioy -oodoH 
sultabit ista transformatio 0 g — 2v quae cum priori prorsus 

. —y 
24 
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sit similis, eadem integratione totum negotium conficietur, et pro ipso 
integrali quaesito habebimus 


i or Oy 
pagq——ifimt 2—y 


$. 5. Constat autem integralia talium formularum ex du- 

plicis generis partibus, scilicet logarithmicis et arcubus circularibus 
constare, ita ut illarum forma generalis sit /^/ (a -j- (9 zz -- *y xz), 
harum vero g Arc. tang. (3 --cz). Quare cum hic differentia 
inter binas formulas integrales similes occurrat, ex singulis partibus 
sir yss ubi tam zx 


logarithmicis orietur talis forma — i 7 TB) yy)? 


quam g imaginaria involvit, hanc ob. rem ponamus brevitatis gratia 
mlI-rA-setyLr-—is, ubi erit . 
.. os. Q o sm D . 
r— V cos.n D m y cos. n * 
his igitur valoribus substitutis, quaelibet pars logarithmica erit 
— iyittürtvyrr—vesci(Bskav rs) 


ad Qr--yrr—Yyss—i(Bs-c2yrs)" 





$. 6. Loco hujus expressionis prolixioris scribamus brevi- 
tatis gratia —ifipti*. ita ut sit 


t—a-d-Qr-eyrr—yssetu—s--2vyrs, 


Sicque etiam hi valores per angulum (D innotescunt. Quoniam igi- 





tur jam saepius est demonstratum, esse 


jpksy——a2y- 1. Arc. tang. FE 


ista portio integralis erit —— -4- 2 f'Arc. tang. y quaé ergo penitus 





est realis, dum imaginaria se mutuo sustulerunt, ita ut quaelibet 
portio logarithmica imaginaria producat arcum circularem rcaiem. 
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$. 7. Simili modo conjungamus in genere binos arcus cir- 
culares per integrationem prodeuntes, qui ex'forma assumta erunt 

— ig Arc. tang. (8-]- ex) -- i g Arc. tang. (3 4- e y), 
quae forma ita in unum arcum contrahetur, qui erit 


; £(x—») 
—ig Are. tang. TTG 


quae ingoductis valeribus assumtis z — r J4- is et y—r— is, 
: e 
induet hanc formam 
— ig Arc. tang. —P—r— LLLA 


Cum igitur in genere sit 
Tx —31114d 
1—«v? 
ista pars circularis transformabitur. i in sequentem logarithmum realem 
£l 142-6 6--28 er-I- te(rr-3-55) --2ts, 
* 13$ S-pa8er-te(rr-E55) — 3657 
hoe ergo modo sumendis omnium integralium partibus , tandem obti- 


Arc. tang. v y — 1 — 


nebitur integrale quaesitum per meros logarithmos et arcus circula- 
reg realiter expressum. 


Problema 2. 


9 (D sin. (b 


$. 8. Proposita formula differentiali Veo n ejus in- 





tegrale per logarithmos et arcus circulares investigare. 


Solutio. 
, Hic loco sin. (D scribatur haec forma duabus constans 
partibus . 
a; (cos. QD -I- i sin.) — E (cos. D — i sin. $). 
ac formula proposita resolvatur in has partes 
24* 
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. 8 ( (cos. (b -1- i sin. (D) PIo) (e. —i i sin.) 
QpL-——Mu-———-— eàdq-c——4———ÀR— 
cos. n (D : Y cos. n Q 
ita ut ipsa formula proposita jam fiat 3:132 ideoque ipsum inte- 
grale quaesitum Bui . 


$. 9. Quodsi jam rursus ut ante statuamus 
cos.D.--isin. D — cos. (D — isin.(D 
Cyeenó ^U yeeab —" 
reperietur ut supra 
iózx i 
pm — I et 292— u2, 
unde ergo fiet ipsum pu quaesitum 





f-4 
coi 





—zawhi 2-—gy" 
ubi coefficientes evaserunt -— 
$. 10. Consideremus nunc ex forma integrali utriusque 
partis quamlibet portionem logarithmicam, quae sit ^7 (a-- x: 4-"y zx) , 
hincque pro integrali quaesito ex utraque parte orietur 
—W (ac Bac ysz)—kRf(a--By-- vus). 
Quodsi jam ut supra ponamus brevitatis gratia z: — r-j-is et 
gyg—r--is,tum vero 
t-—a--(rayrr—yssetuzzs--2yrs, 
hi ambo logarithmi evadunt : 
^ m—Af(t24iv)—14f(t—iu), 
qui contrahuntur in — 1/1 (£t -i- uu, quae expressio jam est rea- 
lis, neque ulla ulteriori reductione indiget. 
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$ 11. Eodem modo binae partes circulares ex integra- 
tone oriundae 

— jg Arc. tang. (8-1 £ z) — 1g Arc. ung. (8-- ey) 
quae per r et s ita repraesentantur 
— jg [Arc tang. (8 -4- er -d- ie 5) d- Arc. tang. (8 -- € r— i65)], 
qui duo'arcus ita in unum contrahuntur 

— jg Arc. tang. dE LLZ , 


quae expressio jam ultro prodiit realis. 


Problema 3. 


2 cos. X D 
Vcos. n ^' 


integrale per logarithmos et arcus circulares. investigare. 


$ 12. Proposita formula differentiali ,7— — qus 


Solutio. 
Cum eit 
cos. À (D — à (cos. (D -- isin. (D) -4- 1(cos. (D — isin. D^, 
formula proposita in has duas partes discerpatur 
op 0 (cos. (D -1- isin. isin. 5^ e 29— 2 (cos. p — isin. ^ 
— y cos. n ^ p i cos. n D^ '! 


ita ut integrale quaesitum fiat fs . 





$, 13. Jam statuamus, ut ante fecimus, 
cos. (D -- isin. (D cos. (p — isin. (D 
Uc. no —xe« Cy cos n D mi . 
quo facto fiet 9p — x^ 0 (p et 0q— y^ 0 (D. Calculo autem ut 
supra expedito obtinebimus 
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. i 2 
similique modo erit Q4 — "m sicque totum integrale quae- 
situm erit ! 
S0, fFx^-!ü0m  . fy^-10 
——4 - à y y 
2—zx 2—y^ 


$ 14. Quoniam haec duo integralia sibi sunt similia, ideo- 
que similes partes tam logarithmigas quam: circulares: complectuntur: 
ex parte logarithmica, quae sit Z1 (a-]-(x -i-'yzz), ponendo ut 
supra' z —r--is et y —r —i5$, tum vero 

tzca--(r-tyrr—yss etu —s--2yrs, 


hinc primo ista pars logarithmica colligitur — ifitiis quae cum 


sit imaginaria reducitur ad hunc arcum circularem realem — 2 f 
Arc. tang. T simili modo si forma arcus circularis ex integratione 
oriunda fuerit — g Arc. tang. (9-- ex), ex partibus circularibus pri- 


mo oritur sequens arcus imaginarius 
2its 
— ig Arc. tang. 1-r86 2:6r-A-Ee(rT-E 55). 
qui denique ad hunc logarithmum realem revocatur 
zl 14-88-28 cr-i-tt (rr--55)H- 2ts 
2 1-2-86-4- 28€ r-A-E£(rrH-55)— 265 ". 





Problema 4. 


9 D sin.A (b 


$. 16. Proposita formula differentiali P osnQ* ejus 


integrale per logarithmos et arcus circulares investigare. 
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Solutio. 
Cum sit 
sin. À (p— E (cos. D -1- i sin. (p) — ài (eos. (D — i sin. 9», 
constituamus ut hactenus has duas partes 
20 (co. (p --isin. Q5? 9 D (cos. (D — i sin. Q or 
/ cos. n D^ V cos. n aD 

ita ut integrale quaesitum sit Eg Statuamus nunc iterum 

cos. (D -1- i sin. (D cos. os. (D — i sin — i sin. (D 

—À—M—— -—am et —y 

V cos. n (D V cos. UV cwnQ | 

ut fiat Op —a^90et20g— d 2c, .hineque calculo wt supra 
instituto, fiet 


Qp———3á;- etQàg— 











iy^-! Qy 
9p—- et 0q — Ty 
sicque integrale quaesitum erit 
—!üx y^!ày 
Afz-6- 2—y^' 


$ 16. Quodsi jam ut hactenus est factum, ponamus 
z——r--is etg-—r-—is, et pro partibus logarithmicis, quarum 
forma sit f1(a-1-(8z-4-^y zx), ponamus 

t—a-d- rM yrr—yss et ua-r-2vyrs, 
binae partes logarithmicae imaginariae uti in problemate secundo in 
unum logarithmum realem contrahentur, qui erit — 1///(tt--uu) 
At si pro partibus circularibus, quarum forma sit g Arc. tang. 
(8-p 62), bini tales arcus imaginari jungantur, illi coalescent in 
unum arcum realem : 


2$--2er 


7-149 Arc. tang j— i—(P cep Us 
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Problema generale. 
$. 17. si db denotet. functionem quamcunque rationalem 
ipsius tang. n (D, ac proposita fuerit haec formula differentialis 
d 0 D (sin.A (D 4- G cos. AQ) 
V (a cos. n  4-bsin.n ni»? 
€jus integrationem ad logarithmos et arcus circulares reducere. 


Solutio. 
Ex praecedentibus jam facile intelligitur, formulam numera- 
toris F sin. À o -- G cos. A (D semper ad talem formam re- 


4 


vocari posse 
F' (cos. (D -1- isin. O^ -- G' (cos. $ — isin. Q^, 
atque hino ipsa forma proposita discerpatur in has duas partes 
àp— $2 cos O -F isin Q^ 
7 y (acos. n D -4bsin.n Q5 
4 0 (D (cos. D. -41- i sin. Q)* 
y (a cos. np -- 6 sin. n) 
ita ut integrale quaesitum jam futurum sit F^ p -]- G' q. 


0g — 


$. 18. Jam pro formula priori O p statuatur 
cos (D -- isin. (D | 
Vicent Pun; 
cos. (D — i sin. o 
V (a cos. n  4- à sin. ado — 
ita ut hinc futurum sit 
üpzcéa^0pQoaog-—aoey00; 
inde autem fiet 


—c x, et pro posteriori 
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quare cum. d denotet functionem rationalem ipsius tang. n (D, eva- 
det quoque functio rationalis ipsius x, atque adeo ipsius x^, quae 
designetur per X. Praeterea vero etiam differentiale OQ (D rationa- 
liter determinabitur; cum fiat ! 
20 — (a — by x" 10m . 
(aa-d-bb)x "—-2(a—ib)z" 
hoc ergo modo habebimus 
. (ia —byX2^—!0x . 
ÓP—ta--b5)2"— 2 (a 4-ib)' 
quae cum sit penitus rationalis, certum est, ejus integrale, quantum- 
cunque etiam laborem postulavcrit, semper per logarithmos et arcus 
circujares expediri posse. "E 








$. 19. Simili modo res se habet in altera formula Q qg, 
quae ab ista tantam ratione signi litterae i differet, et quoniam hic 
omnia rationaliter per y prodibunt expressa, quo pacto 4 abeat in 
Y, atque. obtinebitur 

(b--ia)Yy^-!0y 

m (aa bb)yg^—2a --2ib' 
cujus integratio omnino similis erit praccedenti, et quasi eodem la-- 
bore absolvetur. 


0q— 


V. 20. Manifestum autem est, in hujusmodi caleulo ima- 
ginaria cum realibus multo arctius cómmisceri, quam in praeceden. 
tibus problematibus usu venit, «quandoquidem, jam statim ab initio 
co&ffcientes derivati Fet G^ jam imaginaria iuvolvunt; deinde vero 


25 
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eüam utrinque tang. n (D imaginariis inquinatur, unde etiam in va- 
lores X et Y imaginaria ingredientur; quamobrem reductio ad rea- 
litatem. plerumque maximum laborem exigere poterit, proque autem 
negotio praecepta necessaria jam salis sunt cognita. 


2) Theorema maxime memorabile circa formulam in- 


. O0Qcos . 
tegralem [EE jy» MEM 


exhib. die 13. Jugusti 1778. ' 





& 21. Haec formula aliam restrictionem non postulat nisi 
quod littera A numeros tantum integros designat sive positivos sive 
negativos.  Evidens autem est valores negativos non discrepare a 
posiivis, cum semper sit;cos. — (D —cos.-]- Q. Hoc notato si 
istius formulae integrale a termino (QD —— 0 usque ad terminum 
Q — 180? sive (D — m porrigatur, ejus valor semper sequenti for- 

T4 
(1—aayinti 
v C502) c CP)iDaas 

4-055 Moe COE s 
C35 G7 - C33) GB atas 


Ubi formulae uncinulis ineclusae non fractiones, sed eos characteres 


mula exprimetur . V, existente 














designant, quibus unciae potestatum Binomii designari solent, ita ut 
sit ! 


&. LL 0 a—í a—2 2. a—ódi 
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quae expressio quoniam nostro casu (3 ubique est numerus integer, 
determinatum valorem facile quovis casu exhibendam declarat, ubi 
notasse sufficiet, quoties fuevit (3 — 0 semper fore G— 1; sin 
sutem fuerit (3. numerus negativus, valorem hujus characteris in ni- 
hilum abire; tum vero etiam observari convenit, si fuerit (3 — a 
fore (2) — 1, et si 8. a pariter valores evanescere. Cum sem- 
per sit (G j)— G9. 

$. 22. His explicatis evolvamus praecipuos casus quibus 
exponenti » valores simpliciores 0, 1, 2, 3, 4 etc. tribuuntur. 


Casus I. 


uo n —0, et formula integralis haec proponitur 
q g P 
5. FK. cos. 0 des] . 


i-Faa—?2acos(Q Ladx—m 


Quia hic » — 0, pro prioribus factoribus quantitatis V ha- 














bebimus 
0— 0—X . 
C)-—tu 01)——» ; 
9—.. X 1 X2, (n —À OMEReEESUR. a 
(C2-—-177 , —uq' 378 qo ee 


Pro posterioribus vero faetoribus babebimus 
Aw La. (998 Lg. (EN 
Cio G0-— 0: X) 00. ete. 
hie scilicet. omnes isti factores praeter primum evanescunt; unde 
coligitur valor quantitatis V — 1, ideoque integrale quaesitum hu- 


ca^ 
jus casus erit — ————— 
|1—aa! 
Hinc ergo si fuerit n — 0, erit. 29. 
8 mE i-caa—2acos.Q — 
quod/egregie consentit cum integratione satis cognita 


mco Q-B, 


— 1 J 
Ázpüsrp-— vyqwacg AUC 009 Lyra" 
25* 
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quod integrale jam sponte evanescit sumto (D — 0.  Statuatur igi- 
tur, ut. hic perpetuo assumimus, (D — 1809 — m, atque ob cos. 
(p — — 1, erit istud. integrale 
1 A 1— T 
vüz-ggjre e09. — ! — y(za—i8) 
Jam nostro casu est a — 1 -i- a a et (3 — — 2 a, unde fit 


Y(«a — 88) —1—2aa. 


Casus It. 


quo n— 1, et formula integralis haec proponitur 


K— 93Qes. 230 — [ aQ—'o 








G acos.Q)! Lad $— 
Quia hic est n — t, erit. pro prioribus factoribus quanti- 
tatis V 
(PT i»- —(A—1) 
v)—ti 


(yloecn. 
3 /—341 82- 
Pro posterioribus vero factoribus habcbimus 


e»- (- 
x)—^ 1i -—t 


sequentes vero formulae evanescunt, sicque erit 
VA-d1—(^—1)aa; 
quocirca valor integralis propositi erit 
Ta^ 
(1—aa) 
hinc ergo sequentes casus speciales apposuisse juvabit, ubi brcvita- 
tis gratia loco formulae 1 34-a a — 2 a cos. (D characterem. A scri- 
bamus 


— [0 4-1) — (à — 02a]: 
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899.29 — ré G—ag 
42 — (1-—aap !' 
3Qco.3Q — | ma? (4—2aa) 





£46 — 
9Qcos-A D . ma*(5—35a) 
afi PEMCIUM 
cos. 
JF 43 — 
EE 
d? — 





Casus [IIL 


fLo9$9s8kQ [ iem . 
LI LT 


(1xFaa —2acos. Q)? 
Hic factores priores, qui im valore quantitatis V occurrunt, 
erunt . 
2—X34... ,. (— — Qf 0-2)-1), 
C)-—t'5 —p)— —0—225032-—7Tr 3 c 
2— 
3 
factores autem posteriores erunt 
2:4 A42 R1, (22 .(Ó-M La... 
epyLib or e»5liaenGi- 
et sequentes omnes evanescunt; hinc ergo colligimus 
. vc OE2S0-ED. Qa 4)aa-4- Gt 20: a*, 


PS 





etc. - 





A—2.A— 1. 
)—CuE 


hocque valore invento erit integrale quaesitum ü-—aa V, unde 
sequentes casus speciales, statuendo ut ante t -j- aa — 2 a cos. (D 
— A, evolvamus . 
8 
^ — qm 4aad- a*, 
^ 9... 3 
/ o ee — nLgs (4 4- aa), 
f39c. 29 — 69a 
4 


— aae 
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— (10 — 5aa--a*5, 
(5 —4aa -r-a*),- 
acis (1—1aa4-2a*5,, 
$ (14— 16 aa -4- 5a*), 
etc. 





Casus IV. 
quo ncc3, et formula integralis haec proponitur 


: n 9809co.30 Lez: 


d--aa-2accs0;* Lad j— m 17 





Hic pro prioribus factoribus quantitatis V habebimus 
—A —^ 3—2X — 
mag umo—qcxsag uus 
2—X.1—5 
9 3 





CYO—UU 33 
factores autem posteriores erunt 


8--À) LL3-7EÀ (278A 17. (3-0, LS 37EA 2-83. 
CX n $ 7^ Au 007 703477037? 


et sequentes omnes evanescunt, hine ergo colligimus 
p 01202-2000 --3)  Q--2(3-—9) Q —2)A—9) 4 
v— [n 3. 3 7704 g a4-- 1. Ld 
| OL Q0—700-—2)0-3) ,6 
t 2. 3 d 





DS 
: un I . Ta 
Quo valore invento colligimus integrale quaesitum — ———-——. V, 
1 (1-aa)! 
hineque sequentes casus speciales, ponendo ut hactenus 1 -- aa 
— 2acos. (Q — 4, evolvamus 


T 


FR mu Oc92a 2*4 a5), 
y29o-9 Lui (1-27 32aa-4 a*5, 
y 39919 — 1027 
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(1—2c)?" 


guste s AE (35 —21aa « 7 a^ — a6), 


etc. etc. 





$. 23. Hic longius progredi superfluum foret, cum forma 
generalis pro Y inventa totum negotium facillime conficiat; verum 
haud inutile erit, litterae » etiam valores negativos tribuere, quibus 
casibus tota integratio per methodos consuetas haud diffüculter ex- 
peditur, unde jucundum erit pulcherrimum consensum nostrae formae 


generalis perspicere. 


Casus I 
quo n — — 1, et formula integralis haec propecnitur 
/»o c0. À e gs 
Maec formula absolute est integrabilis, cum sit 
9 QD cos. à (D — S. sin. X (b, 
quae formula cum jam cvanescat posito (D — 0; sumendo (D — 7, 
ob A numcrum integrum is:e valor semper erit — 0, solo casu ex- 
cepto À — 0. Spectato cnim A tanquam infinite parvo, erit sin. 
Am — Xm, ideoque hoc casu valor erit —m. Nunc autem forma 
generalis pro peer v data erit 





—143-À c :Ó —124À 
' ORARE MR 
—i-c 414—232, ,—1 6 
ua) aie CH Ua 
—14-27À 1—23)(—12* 10 
Oa e CE CUES 
etc. 





Cujus expressionis factores posteriores omnes evanescunt, quoties 
fuerit vel A —: 1 vel À 2 1, propterea quod numeri inferiores ma- 
jores, quam superiores, utrique vero positivi; quae conclusio autem. 
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non valet, quando superior numerus cvadit negativus, uti evenit casu 
À — 0, quem ergo solum perpendisse necesse est; hoc autem casu 
factores priores, evadent 


e— ii 





——d4;00—-ed; 
J —1 
d m — 4; qme d; ete 
at vero valores posteriores eosdem determinationes recipiunt; sicque 
habebimus 


Y-—i1caa-a* 


6 


4- a5 -- a* -e a!? . etc, 


: : " 2 1 : 
quae series cum sit geometrica, erit V — .——— quare cum, ob 


n — — 1 et -—0, valor quaesitus per nostram formam genera- 
lem sit 7 (1—2«a) V, iste valor nunc ob V —i(i abit in 7r, 
uti supra. 
Casus Il. 
quo n—— 2, et formula integralis haec proponitur 


J' 0 pcos.3. D (4 -- aa — 2 « cos. Q) aoa. 

Per formam nostram generalem integrale quaesitum erit 
x a^ (1— aa)! V, existente 
v-r—72-— —2-4-X —2—3 
vzc7 $93 cS C 









—2—,,—24-A/ 4 

3 Cu HER 2G. ) al 

—2-4- -—2 A. 

ko Dae Cyan 
etc. 

Ubi iterum evidens cst, si fuerit vel 4— 2 vel A 2 2, omnes 





factores posteriores evanescere, ideoque fieri Y — 0, ita ut etiam 


valor integralis quaesitus semper evanescat, id quod ex ipsá natura 
formulae sponte sequitur, quippc cujus integrale, ob 


cos. (D cos. 4. (D — 1cos. €. — 1)D-. Ecos. ( 9 0 (b, 
in genere erit . 


S in.) (p — ja, sin Q— 00-4 sin c Q 600, 
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quod quia s 1 casu (D — m manifesto evanescit; unde duos ca- 
Sus perpendere superest, alterum quo A — 0, et alterum quo À— 1. 


I. Sk A— 0, et integrale zy (1 — aa V, ui proV 
factores posteriores evadunt 
|2OQ5-i qbus C$52:3; (35 —— 4, 
G6: —-45; Cg — — 6; ete. 

Simili modo priores factores erunt 

C$ —i, C L-— 2; C55) — 8; ete. 
unde colligitur fore N 

Y—1 7-4 aa -1- 9 a$ -- 16 a5 4- 26 a* -. 36 ato .,. etc. 
Pro qua serie summanda, inde Sübtrahatur series V a a, et rema- 
nebit . 

V(t —aa) —1 -4-3aa-- 6 a*- E 7 a6 -1- 9 a* -.. etc. 
Multiplicitur denuo ütrinque per 1 — aa, ac prodibit 

V —aay—i1 -2aa-|-2 a*-1- 2 a6 4-2 a$ -4-. etc. 
quae denuo ducta in 1—aa praebet - 

V(1—aaf-—t1 --2aa, ideoque Y L— uie . 
Consequenter integrale quaesitum erit — 7 (1 -i- aa), id quod uti- 
que oritur ex integratione actuali, cum sit : 

£9 à --aa—2a cos. Q—a-d-aooo—o a sin, (p, 
quod facto (D — m abit in (4 -4-a2)7. 





IP. $SitAli,e« integrale quaesitum T a(1— g a?v; 
Ubi pro factoribus posterioribus est. 
/(OCm-—icbr.a C--—i 
C55 — 1; C; — — 15 et 
Fol. FI. / ' 26 
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Factores vero priores evadunt . 
Ci, ——3;c00526; 05--— 10; 
e3-— 15; C; 92-—21; cx ;)-——28; 
C43) 2 — 36; etc. 
hinc igitur habebintus 
V——1—8aa— 6a*—40 a5—16a5—21819— 2821236015 —etc, 
Pro cujus summatione multiplicetur utrinque per 1 — a a, et pro- 
dibit 
V(1-aa)2-1-2aa- 3 a*—4 a6— 5 a$— 6219.7 213.8 a14 —etc, 
multiplicando denuo per 1 — a a, prodit 
V (1 — aay — — 1—aa—a*— a* 
et multiplicando rursus per 4 — a q, erit 


— a6 — aq19 — a1? — 915. etc. 
V(1—aa)? ——41,ita ut sit YI—guclge 
consequenter integrale quaesitum — — "ra. Ipsa autem integratio 
ob cos. (D^ — 1 -1- 1 cos. 2 (D. praebet 
F9 cos. D (1 H- aa — 2 a cos. (Q) — (4 -- a a) sin. (b 
—a o — 1asin. 2 (D, 
' uhde statuendo Q zm, oritur integrale — — am. 
Casus IIL 
quo ncc— 3, et formula integralis DM proponitur 
-o 
9 (p cos. X D (1-]I- a a — 2 a cos. o» och 
Hoc ergo casu ex forma generali erit integrale 
T a^ (4 — a a)5 V, existente 
yc cS. cR ) c5 a 














A. $A s A SEEN 
—3—3.,— n L4—AQ— 
C324 6 X3 Ed 














etc. etc. 





AD TOM. L CAP. V. 203 


ubi factores posteriores manifesto omnes evanescunt, quando fuerit 
vel AL vel A23, quibus ergo casibus totum integrale eva- 
nescit, ut cuilibet calculum instituenti facile patebit: tres autem ca- 
süs considerandi restant, quibus A «j 3. 


I. Sit A — 0, atque tam priores quam posteriores facto- 
res convenient, eruntque 
Q3 mid cus cie cba 
zi; cGb-—a 1; C32 — 28; ete. 





unde colligitur 

Y —1 2-9 aa-l- 36 a5 - 100 a5-1- 225 a5-1- 441 a9 -4- etc. 
quae series cum tandem perducat ad differentias constantes, simili 
modo ut hactenus summari poterit, prima enim multiplicatio per 
1 — aa praebet 


V (1—2a4)—1-4-8aa-- 2725-64 26-1-126 9 1-21 6 af9. ' 


-1- 348 at? -- etc. 
Secunda multiplicatio per 1 —aa praebet 
V(1—aaY Z214-1aa-1-19 a* 4-37 a$-1-64 a*--9 1a? 
7-127 un etc. 
Tertia multiplicatio dat 
Y(1—2a2a)? —1-1-6aa4- 12 a* asaf- 24a5 -41- 30 a9 -1-. etc. 
'Quarta multiplicatio dat 
V (4 —aa) zz 1 --6aa 24-6 a^ -- 6 a-1-6 a9 -- 6 ata etc. 
ac denique 
V(1 —2aa)5—1-- 4aa-|-a*, ita ut sit yltUUQT. 
consequenter valor integralis quaesitus hoc casu erit 7.01 -1- Aaa -r a*), 
quod egregie cum integrali more solito invento congruit. À 
26* 
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IL Sit A — 1, quo casu priores factores ipsius V erunt 
Gm cbzo—a cumie c5-—-—20; 
C35 — 38; Cb 56; 025—854; 055 zz — 120 ete. 
. posteriores vero ita se habent 






5 ——2; 0302-3; Gua; 0 mes; 
CGubm—6; C05 7; uz 8: 05 — 9; ete. 
ideoque | v 
y——2— 12 a* —40 a* — 100 a6 —210 a5 — 392 at? 
- — 672 a!* — 1080 at^ — etc. 
quae' series cum tandem perducat ad differentias constantes, simili 
modo utante summari poterit; prima enim multiplicatio per 1—««a dat 
.V(4 —aa) -2— 2 — 1005 —28 a* —60 a$— 110 a* 
. — 182 at? — 280 a!? — etc. 
Secunda multiplicatio per 1 — a a praebet » 
V(1—2aaf — —2 — 8a*— 18 a*—32 a5 — 60 a* 
(0 —712 ai? — 98 af* — ete. 
Tertia multiplicatio dat t 
Y(1—aa)f—-—2-6a*'— 10a*—14a5— 418 a5 
— 22 a!? — 26 a!* — etc. 
Quarta multiplicatio dat 
V(£—aaf-—2— 4a! — 4a — A a6 — aat 
— 4 a1? — 4 a!* — etc. 
sc denique quinta multiplicatio per 1 — a a praebet 
Y(4—aa-c--2-——2aa-cz-—-2(1--aa); 
unde colligitur V — — 522), 
ert — — 2T a(1--a4), qui egregie cum integrali more solito 


ideoque valor integralis quaesitus 


invento congruit. 
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Il. : Sit A — 2, atque factores priores. ipsius V erunt 
- Gor; 039-—-—5 G-15 (352—355 
G u-"s (35 —— 126; (33) — 210; 
Gr —— 330 etc. 
posteriores vero factores ita se habebunt 
G5 zi; Gb uno—i;c05-i1 65-—1; 





Cu mii 5i; 065-1; G5-— (ete 
unde. colligitur ' 
—a4 4-5 a^ 1525 4- 35a5-1-70a* -1-126 219 4-2 (0 qf? 
-1- 330 at^ -4- etc. ' 

|uae series eodem modo ut ante summata praebet Y — ü-—esajh 
ende colligitur valor integralis EM qui pu: 
more solito invento utique egregie congruit. 

$. 24. Quodsi haec integralia quibus z est numerus ne- 
gativus cum iis comparemus, quibus n est numerus positivus, ' in- 
signis analogia deprehenditur inter valores harum formularum 


. f A^ 0 (Dcos. À (D et oO 


quae afünitas, si per plures casus exploretur, sequens nobis suppe- 
ditat theorema maxime notabile. 


Theorema. 


$. 25. Posito brevitatis gratia A— 1 -I-a a—2 acos.(, 
atque integralia a termino (D — 0 usque ad terminum (D— 180? 
extendantur, semper locum habebit sequens proportio 


fa*àOen xo f Mr 9 -(t3a-aor: (C375 aa) 7071, . 
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vel si, statuamus 





24. ——1--8a—2acos. 0 — —n 
1—aa — 1—aa , 
simplicius erit " 
9 (D cos. —n— 
JT? 9 cos. D: d -—G5: CX 5. 


$ 26. Ita exempla gratia si ponamus n — 2, erit ex 
priore pfoportione 
feos. AD: JE da aay : Ca —a27? 
unde 5i à — 0, ob (D — 1 et C 1, erit 
[20:738 —(—aa)y: 
ideoque erit 
390 .— 25 
a —u—uÁ^ Q. 
Cum igitur sit 
[A00 -—ma--4aa-4- a5, erit 
f» —u—u (1--4aa-]- a*). 
$. 27. .Manente n — 2, sit XA — 1, ob (2) — 1 et 
Cu 35, eit 


yAvol cos, (p:/39 55:0 —2(1—2a2)*: —3(1—aa)—3 — 4: iim 
unde fit 


5 o—14: i 
(1—a22):— . a-—a2) 


PERS —pgmus/ A00 0; 
cum igitur 'sit 


FJ 8(cos.(D— —2ma(1 --aa), erit 
J39.9 re reitiuo 


—— (1—aa)* 
$ 28. Simili modo sumatur. X —2564 ob (9 — 1 et 
C35 — 6, erit 
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f A0 cos. 2 (p; /29920 —a —aay: 6(4 —aay- 1: ESEE 
unde fit 
fS — by 9 cos. 2 D. 
Erat autem 
f 4* 0 cos. 2 9-—7aa, 
consequenter 
Q tos. 6Taa 
VE 22 (1—a2)5* 
$ 29. Cum character (;) fiat—— 1 casu X ——nm, casibus 





vero quibus A 2» semper sit GO — 0, siquidem X fuerit numerus 
integer, uti hic perpetuo assumimus, evidens est istis casibus, quibus 
An, semper valorem formulae / 4^9 (p cos. X (D in nihilum 
abire. ' 
$. 30. Theorema, quod hic proposuimus, non solum ob 

simplicitatem rationis ommi attentione est dignum, sed etiam quod 
id tantum per plures casus sola inductione conclusimus, neque ad- 
huc ulla via patere videtur, qua ejus veritas directe demonstrari 
queat; hujusmodi autem theoremata summam Geometrarum attentio- 
nem merentur.  Evolvamus autem adhuc alios quosdam casus me- 
woorabiles nostri theorematis initio propositi. 


Evolutio casus 
quo A-—n, et formula integralis -proposita 
] 9 (D cos. n (D 
[Uem 
Ex forma generali hoc casu integrale ent —— vy 
(1—2aa)?n-F1 
existente * 
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Y — p ÓD --() GE2 aa-t- Q) GE a! -- ete. 
ubi manifesto omnes termini praeter primum evanescunt, ita ut sit 
v5, ideoque nostrum integrale 
9 cos. n (D T a^ 3a 
[RT ume 
ubi notetur, valores characteris [e pro variis valoribus numeri 
n sequenti modo se habere 
n |0,1,2, 3, 4, 5, 6, 13 
Q5 | 1, 2, 6, 20, t0, 282, 924, 3432 
quae series facillime per hos factores continuatur 
| 3.$. 9. 9. Pg. $ etc. 
Postremum vero theorema inventum ad hunc casum applicatum prae- 
bebit' hanc proportionem '! 


fps oen — (4—aa)y: ei» (1—aa)77-1, 


etc. 





unde fit 
4^ 0 (p cos..n (p — Lr 


— mani (AL 





ubi notetur valores characteris c5 prb varis valoribus ipsius 
n esse 





n 0, 452,. 3, 4, $5 6 1 
c. 
(Dm |—4,—2, 6, —20, 70, —252, 924 
unde patet esse Cu ed, dum signum éuperius valet, 


quando m est nümerus par, contra vero signum inferius, quando m 
est numerus impar; hinc ergo erit ! 
J/4* 0 (p cos. n. (p — -- 7 a. 


— 
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His notatis evolvamus casus simpliciores pro 
mula integrali 


utraque for- 




















nzco| 3$ —;Ha [/)0 --m- 
nca y$eee ity |4490cs50 ——— ma 
n-a|j9?95:*0 — DIY f 4*0 (p cos. 2p—c4-ma* 
u-s [29 :9 — d J 4*0 (D cos. 3 p — — ma? 
noa [992449 a9 d. f 4*0 QD cos. A —-- at 
n-b5 J29 s.s e Ts / 458 (D cos. 5p — — a5 
nzzó EIC I f 460 (p cos; 6 p — -4- ma5 


etc. 


Hic imprimis notatu dignum occurrit, 


ete. 


quod his casibus 


Acn integralia tam succincte exprimuntur; nune autem alios per- 
pendamus casus, quibus litterae. ^ successive valores 0, 1, 2, 3 
etc. tribuantur. 


Evolutio casus 


quo À — 0, et formula integralis proposita 
LI 
AUF. 
- 31. Cum hic sit À — 0, integrale quaesitum ex no- 
, £ q 


stra formula erit V, existente 


T 
Y — Gy -EGY' aa a- (2)? a* 4- (2 a5 -41- (2! a -4- ete. 
simul ,Vero hinc etiam assignari poterit valor hujus formulae / 4^ 9 Q, 
cum sit 
Fol. IF. 27 
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4^20: 20 —(1—aa)^:(1 —aa)-*7!—(1—aa)tmei; 
J^ J 4733 aa)^:(1— L En 
ex qua proportione colligitur | 
f4^80p-—m.Y. 
.Percurramus igitur simpliciores casus pro exponente n, quos sequenti 
tabula subjungamus | 


xj Á— — 
/20—. 


2$.— 
nz213 2 — (cus (41-720) 
FJ A0 Qzzm a -r-ao) 


E 
n2 d. — quy (agi (04-2702 47 a*) 


7^8 — v a-p2'aa-4-a) 
f —R -1- 3* a a 4-3? a5 -- a6) 
f A5 9  — n (127 3! aa 4- 8? a^ 4- a5) 
4 f$ ume 4t2a-- 65a a3 4- 4? a6 -- a5) 
f/M0p0-—max-z aa--6*a À. 1 1* a6 -- a5) 
etc. etc. 


n-3 


n- 


Evolptio casuum 
quibus A — 1, et formula integralis proposita 


2 cos. (D 


Ani 


$. 32. Hoc igitur casu integrale quaesitum erit 
Ta 


(1—2aa)? ^1 M 
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existente 
v— eb eti5 -4- (x35 Cf5aa 
CE *) T4) a! - C33 C25 as 
CIS eiys.C. *) C13) a? -- etc. 
Tum vero cum ob A — 1 fit 


f 4* 0 Dcos. (D 29559 D—--n(4-aa)"; —(n4-1) (41—2aa)7"7* 


unde fit 














J/4^ 0 (p cos. (D ——uZpraY. 
Pro casibus ergo simplicioribus ipsius » sequentem tabulam subjun- 
gamus . 


JA 0 (p cos. Q-——7a 
n—2 20$ (1.34-1.3aa) 
/A* à D cos. (5 — — 8 a (1. 3 4-1. 3aa) 

n-8 DS atu. 44-26aa- 1. 4a) . - 
JA 0 (D cos. $ima(i. 44-2.6aa--1.4a*) . 
— aM SEES mE (4.5273 .10aa-4-3.10 a3-]- 1.6.25) 

J4A*0 cos. 9-2. 64-3.10aa-1- 3.10 a*-4-1.5.a) 
3959 — en(1.6-41-4.1522-6.2021--4.1 52$ e 6a) 

A53 cos. z-dr(1.6-rete) 
— o 399 Lees (1-12-5:212a--10.35a« 10.35a5-- etc) 
Á 5*9 cos. p — — $ma(1. 7 -- ete). 
27* 


aQcoQ 2 
"nl ese —ULap 








n-ccb 
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Evolutio casuum 


quibus X—2, et formula integralis proposita 


9 cos. 2 D : 
A7 


$ 33. Hoc ergo casu integrale quaesitum erit 


Ta 
(1—2a) 241 V 
existente ! 
v LOECTOCTOsa CU700100 
cC a$ T COYSUE) a5 -4- etc. 


tum vero erit altera forma 








—. o n(n—1) 
f 4^0 cos. 2 b — cx 213; 744 V. 
Percurramus ergo ut hactenus casus simpliciores, et quia integratio 
formulae A" 3 (Dcos. 2 (D sponte patet ex ultima formula, super: 
fluum foret haec integralia allegare 
n—0: ;f39sio — maa ! 


—1—aa ^ 
ni: fs 2$ —atuy.3—1 :1.aa) 


n-2 ,/385539 — rey (4.6) 
n3 yg999829 — Gc (1410 2-1.10 aa) 


m ea REP 15-1-2.20aa-4-1.156a*) , 


o 
mif PenEEe s ean (1:21--3.362'4-8.38a* 1.21 a5) 


L] 
noó6if aca an (1:28--4.6622--6.T04*-4.66a5—1.282*) 


etc. etc. 
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"Evolutio casuum 
quibus À —3 et formula integralis proposita 
8 cos. 3 
Anci 
$ 34. Hoc ergo casu integrale erit 
7a? 
Gag 
existente 
v—C055) 5 a 815 CB aa e 875) C3 
-- C3) CES) a5 e ete. 
pro altera autem formula habebimus t 


— 2(a- (0-2 ag 
f A4^90d cos. 3p — — vx9o4903)74 v. 
Pro praecipuis igitur casibus habebimus sequentem tabellam 
n-—0: ; 9e so 30 -—9. 


—771—aa 


nci GE LR 4 —2.1aa) 


2j 














ncc2: f29s:9 — a. 10—1.6aa) 
Qcos30. 

nc: "MES sy .20) 

n—A; 299 —ui sip 435 f. 35aa) 





n5; 299739 "m RE .564-2.70aa--1.56a*) 
ncc6: MIC Tn (1:84--3.126aa- 3.126a94- 1.8445) 
etc. etc. 
Observatio circa valores negativos ipsius X. - 


$.-85. Jam initio monuimus, pro littera A tantum nume- 
ros integros positivos sumi oportere, qua conditione generalitas no- 
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strae quaestionis non restringitur cum semper sit cos. — A (D— 
cos. A (D. Interim tamen hic ingene.paradoxon se offert, quod 
.Solutiones supra inventae evadant falsae, quando ipsi X valores ne- 
gativi tribuuntur; quod quo clarius pateat consideremus casum 
n — 0; pro quo supra invenimus | ' 
[299929 — Ta^ 

' A — —- 1—aa 

unde videtur sequi debere, casu & — — i fore 


f? (cos. i (D —- 7T 
A 7-a(1—aa) 


quod autem manifesto est falsum, cum verum integrale utique sit 
7 a! 











T-aa perinde ac si esset A —c-- i. At vero ista restrictio 
—a 


tantum est apparens, atque solutio nostra generalis nihilo minus ve- 
ritati est consentanea, etiamsi litterae A valores negativi tribuantur, 
dummodo fuerint integri; quandoquidem perpetuo assumimus, casu 
(p — m semper esse sin. A (D — 0; hoc igitur maxime operae erit 
pretium clarius ostendisse. 

$. 36.  Suffciet autem, casum quo n — 0 perpendisse, 
pro quo nostra solutio generalis praebet 

DS 
f 92:9-— To. 
4 UU , 


—aa 





existente 
—3A.,A — : - A 
v— $260 29 Gr) da 4- C39 Gy et 
LOS SL a$ -|- etc. 
Cujus expressionis, tantum prima pars remanet, quando A est nu- 
merus positivus integer, propterea quod tum formulae GID Gi 





Gg etc. evanescunt; longe secus autem se res habet, quando 
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pro X assumitur numerus negativus, veluti si ponamus À—— — i 
tum erit : 






vb G5-- do qdipaa-- dogiba 
-4- [25] G—D a$ -1- etc. 
ubi notetur, omnium horum characterum, quamdiu denominator est 
negativus, valores evanescere; quoniam vero denominatores continuo 
crescunt, tandem evadent positivi, atque adeo valores determinatos 
exhibebunt. Ad hoc ostendendum ponamus primo A — ——- 14 sive 
icÉc-j-i1, eritque Y — — a a ubi primum membrum sine dubio 
est — 0, secundum vero ] 
Cp C$5aa-aa, 

Cum igitur sit V — aa casu A — — 1, nostra formula praebet 
hoc integrale ' 


pL ac. 72 
——L——— ! 





id quod prórsus convenit, 
$. 37.  Sumamus nunc & — — 2 sive i—— 2, manente 
n LO, eritque 
vz24p CCD4- 0p Gp aad- QD CS3 a 


ubi sequentes termini manifesto evanescunt; ob factores priores au- 





tém bini termini initiales etiam evanescunt ob derominatores nega- 
vos; tertius autem terminus ob [E 1.praebet V Z— a*, con- 
sequenter casu à —:—- 2 habebimus 

771—aa' ^7 1—aa' t 


f? 20. ma^? , maa 
A 
39e. 29, 


a^ 
prorsus atque invenimus pro /—— 
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$. 38. Simili modo facile intelligitur, casu A —— — 3 pro- 
diturum esse V —— a5, eodemque modo casu À — — 4 reperietur 
V — a^, atque adeo in genere "n & — — i obtinebitur. YZa?, 








Sicque hujus formulae /2257— integrale erit 
—i i 
ER anum ; 
1—aa 1—aa 


quod ipsum est integrale formulae foede, uti natura rei po- 
etulat. . 

$. 39. Talis autem egregius consensus locum habebit pro 
omnibus valoribus ipsius n. Sit enim verbi gratia n-c-2, et inte- 


gratio' nostra 


QDcos AD — Ta^ 


AN o 7—ü—ao 
existente 
2 4- À. Li 
vcég5é6p5 ac 35 GE aa - 675 GE et e ee 
quare sumto ——98,ut "forma nostra sit 


fm Ta-3 


A? 7. (14—aa)5' 





existente 
yz GEH GXGpDaa-FO KG at 4- ( O55 4 
-FOXG5 a! 2 co C5 att 
ubi tria priora membra evanescunt, sequentia autem ob 
AD a, O1), 09- iserit 
Y —— 10 a$ — 6 a$ -- af? — a6 (40 — 6a a-1- a9, 
consequenter nostrum integrale fit 
fm I9 (10—5aa-|-a*), 
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prorsus uti supr& invenimus pro casu 9 39; talis autem con- 
sensus perpetuo deprehendi debebit, : - 





3) Disquisitio conjecturalis super formula integrali 


0 cosi o 
(a-- B eos. 
M. S. Academiae exhib. die 31. Jfugusti 1778. 


$. 40. Incipiamus a casu simplicissimo quo i —0 et 
n —1, et formula integranda proponitur haec /, E ad quod 
praestandum commodissime in sub&idium vocatur haec substitutio 
tang. j (D — £, unde statim &20—; porro vero cum hinc 
sit 
* —.t — 2 
sin. 1 p— vus et cos d o— ES. 


erit cos. — i xge ideoque denominator nostrae formulae 


— s-EB-E(a —8)tt 
& 4- (8 cos. D — erRMTOS, 
Sicque nostra formula integranda erit 

23t — 7 - 
f -F8-r(—Btt t 
$. 41. Constat autem ex elementis esse 

"9f 0. 
TET —r7 Arc, tang. £ y/ £. 


Quare cum pro nostro casu. sit f — a -]- (3 et g — a — (3, habebimus 


hanc integrationem 
290  — 2 1 -B 
zrRUxgvywacpp Am. mg oO yf 
existente ? — tang. (D; quod ergo integrale evanescit casu £——0, 
ideoque casu (D — 0. Quodsi ergo hoc integrale extendere velimus 
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a termino 'D — 0 usque ad terminum (D — 1807, ubi &t £— eo, 


istud integrale erit y? denotante 7' semiperipheriam cir- 





culi, cujus radius — 1. 


$ 42. Quoniam igitur integrale nostrae formulae a ter- 
mino (D — 0 usque ad terminum (D — 180? tam concinne et sim- 
pliciter exprimitur , etiam generatim in hac dissertatione in ea tan- 
tum integralia formulae generalis propositae 


39ocosi — 
(a 2- B eos. D)" 
sum inquisiturus, quae comprehenduntur inter terminos p-—o et 
(p — 1809. Quia autem in casu tractato formula inest irrationa- 
lis V (a & — (8 B), ad hoc incommodum tollendum, in sequentibus 
perpetuo assumemus à — 1-- aa et (3 — —2a, unde fit- 
y («a — B»—:1 —aa, sicque nostrae disquisitioncs versabun- 
tur circa integrationem hujus formulae generalis : 


f. 9 cos i E 
(1--aa — 2acos. Q^ " 


pro qua brevitatis gratia ubique statuamus 


1--a« — 2acos. (D — A, 
ut nostra formula generalis jam sit 
0 (Dcos. i (D 
A^, ,? 

ubi ut jam notatum, eum tantum integralis valorem explorare nobis 
est propositum, qui intra terminos (D — 0 et (D — 180? continea- 
tur, quem valorem ex casibus particularibus concludere conabimur. 
Praeterea vero hic in genere notetur, litteram i nobis perpetuo alios 
numeros non designare praeter integros, et quidem positivos, quan- 
Soquidem semper est 


cos, — i (D — cos. 4- i D. 
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L De integratione formulae 
. p9Ócs.i $[ aQp—o 
f£ A — BEA , 
$ 43. Hie ergo casus in generali continetur, ponendo 
exponentem n — 1, quem casum ut simplicissimum spectamus, si- 
quidem casus n — ^ nulla prorsus laborat diffücultate, cum sit 


JF 9 Q cos. iQ —À sin. i (D, 
quod integrale jam evanescit casu ; — 0, et quoniam i numeros 
tantum integros significat, sumto (D— 180? hoc integrale iterum 
evanescit, solo casu excepto quo i — 0, quippe quo casu integrale 
fiet — (D, ideoque sumto (D — 1809. erit pro terminis integrationis 
constitutis / 9 (D — m. 
$. 44. Iste postremus casus fundamentum continet, unde 
' integralia formae hic propositae haurire conveniet; cum enim sit 
20 RESET 2:39:99, 
erit integrando pro terminis praescriptis 
m — (4 --aa) /29 — 2 a 3979. 
rri quo valore substituto 
adipiscimur inegrationem casus i 1, cum enim sit 
—2af 89s. 9 erit J39:9 — —[. 


supra autem invenimus esse J38 














Sicque jam duos casus sumus adepti, qi sunt 


f— T et feeg — 


771—aa 





nan i —a a" 

$. 45. Ex his autem duobus casibus i — 0 et i — 1 se- 
quentes omnes haud difficulter derivare licet ope hujus lemmatis; 
cum sit ut vidimus /'O (D cos. i (D—.0, erit. 

.o—a 2 a a) /3959919 2g f/29sr9ori0, 
28* 
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Constat autem esse 


2 cos. (D cos. i D — cos. (i—1) (D -4- cos. (i-]- 1) b, 
unde habebimus hanc aequationem 


ies /30n.10 — (39er 0—09. LL rào O09 


' unde oritur istud lemma 
f 39«s. (09. tee eei J239s.6—99, 


à 





Sumto nunc i —— 1, istud lemma nobis suppeditat hunc casum 
t] 20. .1 t] . 3 
9 os 9 — tee fi 9559, 39. 





qui ergo per binos praecedentes expeditur; fiet enim 


J329529 —Taa 
4 


—4i-3.a* 





Sumatur nunc i — 2, et lemma nobis dabit 
J39 19 — — uoa eee — y39se [j 
89s 30 ma 

—1-—aa 

simili modo sumto i — 3, lemma dabit 
f 3940 LT ide f0er3Q, LITT sive 
m à. mo 


—74—aa* 





, Sive 








Porro casus i — 4 praebet 
ART arat E, ae 
99 





—I atque ita porro. 


$. 46. Hinc igitur patet, singulos istos casus ex binis 
praecedentibus determinari ope scalae relationis fiet — 4, atque 





seriem recurrentem hinc: oriundam abire in geomctricam: quodsi 
enim bini termini postremi jam inventi fuerint 
Ta^ T aM: 


— et ————— 
1—aa 1—aa' 
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Ta^ 
.Sequens reperitur — qaa * quo ergo sine ullo dubio sequitur, 
pro casu particulari hoc loco tractati in genere fore 
f255:8 Q(oeosiD — ma! 
7 14—aa' 
ubi autem probe P notandum, loco i non misi numeros integros 
positivos assumi debere. : 


IL De integratione formulae. 


r] .ip -—o 
J29 79 Lia] 





$. 47. Casus simplicissimus hic occurret A. cojus ergo 
integrale ante omnia perscrutari oportet; hunc in finem considere- 
Heo —V, quae pro utroque termino 
(poco et (p— 180? evanescit; hinc autem erit 

Qv —?9970 2239 tin. Q* , Sive 

av (22) 9 cr Dao, 
unde integrando jam novimus esse 

8 cos. 8 

o —(12-a2) /?9 17? — 24 739. 

Porro vero quoniam ante habuimus / ?2 -— 





mus hanc formulam finitam 


—— 
1—aa!, 


integralem supra et infra per A multiplicando, erit quoque 
(um ra2/7) ia tS. 
Ex praecedente autem goligiur 
2Q 
P9; $53 —ÀÁ DA 42? 
quo valore substituto habebimus 


-—— (1-2- aa) 2o Lir cos 


hanc formulam 





*« 
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quamobrem hinc adipiscimur hanc integrationem principalem 
9$ ras) 
f[i$—tIEA, 
ex quo immediate deducitur casus sequens 


NL -— Ceci 





$. 48. Pro sequentibus casibus consideremus integratio- 
Aem in articulo praecedente inventam 


f$ iD — ma! 


7 1—aa' 








quae formula integralis supra et infra per 4 multiplicando  iscerpi- 
tur in sequentes duas partes 


7 a! Q7 as) 39 eio —2a 2c Desi 


1—a 
quae aequatio porro evolvitur im hanc formam 


Cuuctoero [2 ge, (aaergno 
-Of/2996- (D cos. 0-09. 


unde deducitur hoc' quasi lemma - 


9:609 Gr 09 M 9 cosi 
a 4* 
-f39-90—99 2 
4? 1—aa 


1—aa' 











$. 49. Sumamus nunc statim i — 1, atque istud lemma 
nobis praebet 


f? 5529 Pte ee — p5— 


FETTE 
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hic jam bini valores jam inventi substituantur, atque reperietur 


39 0.39 cma) m—20*. 


(1—2a)? 
hinc ergo sequitur fore 
90cos.20 . ,m($aa—a*), Taa(3—aa) 
nr 


. 3 5 —— —adé$ — ü—adé o 
Sumatur nunc pro lemmate praemisso i — 2, eritque 
f995539 — tes fogoeie J99se9 1 It sive 


Qo 30 — (1-Faalma(3—2a2) —2Ta— Ta (1—aa)* 
4^ — 4  a-a , 


quae expressio contrahitur in hanc 


[395739 —— Ta (4—2 22) 


42 (4—as? * 
Sit nunc in lemmate praemisso i — 3, eritque. 
J395A9 —tzbos a9 ee 3o — pe 20... 


JM I 
quae expressio contrahitur in hanc 
f395A9 — — feelims 
Sit nunc in lemmate nostro i — 4, eritque . 
J999:.59 — tbt 99 rio LT-] — y29ni.$9 — 


3955.59 ——(12-22)m a* (5 
4? -— 
























ez» Sive 
a*(i— a 2 


—83aa) —T«* (4 —2a2) — T 
1—32a)y* 





quae expressió contrahitur in hanc ] 
fo9sie — —ma5(6—422). i 
. 4—22) 
Sit nunc in lemmate nostro i — 5, eritque 
J395530 — tes f39o559 50 — y39ura $9.. n &ive 


f39:.69 — (12os)men 42s)—Te*(53a0) a (4 ae)" 
a—2.2)* 








quae expressio contrahitur in hanc 


. f9e6 69 —u- 5) 


das? 
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$. 50. Qui has formulas earumque generationem atten- 
fius perpendet, nullo certe modo dubitabit, inde hanc conclusionem 
deducere, quin in genere pro casu hic proposito futurum sit 
QQeo.i  mal[i--1—4i — 1)2aa] 
AT T-— — —ü-—asP 
cujus lex cum non sit tam manifesta,; quam in casu praecedente, 


omnes formulas inventas junctim ante oculos ponamus 
20 Lutte 


4? —(-s 
3Qcos. —T2G Qaa) 
[OA TY 
39erio — mT5a(3—as) 
/- — "(i—as 
put 3Q ma? (4—2a«) 
—"(ü-—4» 
2p P 21 um m a*(5—5a«) 
f —"(ü—s« 


pua 5Q. ms (6—Ahaa) 














- 48 -—7 as 
89cor.69 
f30sso en 





HL De integratione formulae. 


8Q cosi $0 
EL sdQ —i90]" 


$. 51. Pro casu simplicissimo /3? eruendo, utamur hac 





formula 
Y— me eritque 2v— ——980« 909 20 rin. 9, 
av— (14-22) 8 cos. Q—129 n Q?—As3Qsin. 25 — 
Hic loco sin. (D^ scribatur 1 —cos.Q*, atque integrando, ob Y—0 
habebimus: hanc aequationem 


o —d rad) /39559 — a [0 p aom 





sive 
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$. 52. Hue addamus hanc formam indefinitam 
L] 
:——AJ)? 4B 
cujus differentiale ad denominationem 4? perducatur, litterae vero 
A et B ita definiantur, ut membra 9 (D cos. (p et 0 (D cos. (D^ eva- 
nescant, eritque formulis differentialibus additis 


TO p — —4a -- (1-172) cos. (b 2-2 acos. (* 
Í -- A (1--aa)' — 4 Àa (1 2-aa)cos. (D-.- 4 A aa cos. (* 
-- B(1--aa) —2Bacos. (p. 
Nunc igitur ut termini cos. (D^ abigantur, statuatur 
2a--4Aaa-—:0, ideoque A —u 
Nunc etiam termini cos..(D e medio tollantur, eritque 


1-F-aa—4AAa(1-r-a2)—2 Ba — 0, unde fit 


— 8-42), 
B—L 


Ex quibus valoribus nanciscimur 
4*(0v4.3s)... (1—aa* , 
—»$  —70. 


hinc ergo vicissim integrando habebimus 
Y 4o GTIS' g30. 


$. 53. Cum igitur, ut jam notavimus, sit V — 0, atque 
ex casibus jam tractatis ! 


——.l-T 3(i-kaa) | m (1-2) 
$—qutu—u s "(1—sa)i? 
habebimus hane aequationem 
HEN 80 3T --an)*—m(1—22)* 
Bg Im 





N ünde colligitar 
[38 ttem. 
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& 54. Cum sit /77 ?2 —(QGx. erit per reductionem 
hactenus usitatam : 
9 9 . 
qe (ra) 2 af 959. 

unde concludimus . E . 
fuge tree a — stes eoque 
p cos. —1--aa | T (1--Aaa--a*) m(1-4-22) 

43  — 3a'' '"(1—aaj ^ 3a(i—aa)* 


— Ane(12420.., ma(3-H3ac) 
—"ü-—sas — U(-aeé 








$. $5. Cum igitur in articulo praecedente invenimus 
2c. i ib m al [i J- :!—(—1)22] .-7 
[^3 (1 —22a)* 
hanc formulam mtegralem supra et infra per 4  multiplicando ha- 
bebimus U 


"Tai [2-1—(—1)aa]. aa 90 cos. iD 
GREG e ) [29:99 
, [2999 cos. D dive 


ma! [i21 — (i — 1)aa] —( eso f/20m 10 " 





(1 — agp 
af? G—1)0 —— faic. G-- 0. 
.res4728... pese. n, 
unde deducitur hoc quasi lemma 
"à cos(i2-1) D — 1-- aa fü cosi cb 
4 oj 4 
[2227 G—1)0  mai—-![i -4- 1 —(i— 1)aa] 

—o——4——— — as — 


(1— aa) 
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$. 56. Sumamus nunc statim i — 1, atque istud lemma 
nobis praebet ! ! 


. a .O(pcos. 
Serie rper 2020 S vag ci tus 


hic jam bini valores jam inventi substituantür, reperieturque 


20. idas ma(3--nas) (i. hao pat 
- a ? mU ipo 7 G Em 2 
^ . 








sumto i — 2, erit 
29 c. 30 —T a* (10—52 a-]-a*) 
f£ ! (1—22) 
sumto i — 3, nanciscimur 


fH AQ —TS'ü5—i2ae at. 


(1—52)* 





sumto i — 4, prodit 


/9$ eos. 5e — —— Ta5 (21 Hae 6n. 


(1—53)* 
posito i — 5, erit 


9969 — — Ta* 20-- Maa 102?) 
4? 


(1—aa) 

et in genere . 

fA IS m at (159-1 2 (11 4)aa - [679:28]44], 
quae forma facile transformatur in hanc 

pott ip mca (2-1) (6-2) "eno 2)ae 7 (2902) m 
7 (1-aa)s 2 

$. 67. Hoc modo procedere liceret ad sequentes formu. 
las,.in quibus denominator est ^, 45, 46, etc. verum integralium 
formae ita continuo magis fierent complicatae, ut vir ullus ordo in 
iis observari posset, quamobrem aliam viam inire conveniet, qua nu- 
merum i pro dato assumimus, et continuo s minoribus ad majores 

29* 
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numeros n procedemus. Primo igitur sumamus iL— 0, et investi- 


D 
4mHU 
Integratio formulae. 


2c [ aQ-—o 


an i Lad iso 
existente 4—— 1 -]- aa — 2 a'cos. (. 
$. 58. Ex praecedentibus colligere licet, quemlibet casum 
exponentis z;-- 4 a duobus praecedentibus pendere, ita ut sit sub 
terminis integrationis m 


[55m "e cef as 


ubi totum negotium eo sedi ut coefficientes a et 9. rite determinen- 
tur: hunc in finem statuamus in genere esse 


à p) sin. D 
39. 22. B 3. Y" B 


gemus valorem integralem formulae 


' quippe qui postremus terminus pro utroque integrationis termino 


evanescit. 


$. $9. Differentietur nunc ista aequatio, et facta divisione 
per O (D, orietur sequens aequatio 





1 a 8 *ycos.Q( 12-aa—2acos.(X)—2*y ansin.(* 
Ze CET 0 WR S 


haecque aequatio multiplicata per 47^-* abibit in hanc formam 
1—a(1-1-2a—2acos. D) 438 (1 -j- aa)! — 2(9 a cos.D(1 -1-aa) 
-i-4 a.a. cos.(D* -I-^y cos.(Q(1 -I-aa — 2acos.Q) — 2*y an sin. (?. 
Cum nunc sit 
2 cos. (D* Zc 1 4- cos. 2 (D. et. 2 sin. (D? — 1 — cos. 2 ,- 
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hac reductione adhibita pervenietur ad sequentem aequationem 
1-ca(1--ad) — 24a cos. (D -- 2 8 a a cos. 2 (D 
--(12-aa)! — 4 8 a(1-1-aa)cos. (D. — "y a cos. 2 (D 
--28aa  --'y(1--aa)cos. Q — -I-'y nacos.2 D 
—ya EZ 
—Yyne - Woo o - 

. $ 60. Ut nunc hanc aequationem resolvamus, necesse est, 
ut tam termini involventes cos. (D, quam cos. 2 (D, seorsim ad 
nihilum redigantur; unde ex postremo termino deducimus 

28aa—'ya-4-yna-0; 
ideoque 

[ LY —— Y6-Dn 
qui valor in terminis cos. (D affectis substitutus perducit ad hane 
aequationem : 

—32aa-E 2 (n — 1) (14-24) H-y (1 d- 2) 50. 
unde fit . 
2a4azc2yn(1--aa) —y (1 -- aa); 
ideoque erit 

acto Ga—1). 


Jam hic valores loco a et [3 inventi subetituantur in prima parte, 
,atque deducemur ad hanc aequationem ' 
1 zr eas —Yo— 90 aay —y a(n— 1)—ya—yna, sive 
2a——2yn(1--aay y (n-1 yi 1-- aay-—-2yaa(n—1)-2*yaa— ?Y naa, 
vel 2a——*y (n Ga ay Tiyman, 


unde fit ^ 2o! 
2a 


Y 2 ui . 
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$ 61. Invento jam isto valore *y, hinc eliciemus 


—(n-—1)(t-aa) — n1) 
4 —: amy et P; iae 


hineque per n(1 — aa)? multplicando, adipiscimur 


n(1—aay Ae m neci f 22. (n— of. 
cujus beneficio ex cognitis jam duobus casibus assignari poterit ca- 
sus Sequens. 








$. 62. Jam ante autem invenimus esse /—77— m -— FeerrE 
Pro up vero ponamus 
TÀ 30... 3o zT6 5 
pr — u-aay) la —ern fa —[Zaw 
90. . m-D 
f gag fA — —(Qq- Quy ete. 


Ubi jam ante invenims ÀA—1-1-aa et B—1--4aa -- a*, 
unde sequentes valores omnes C, D, E, etc. ope reductionis inven- 
.tae definiri poterunt. 


$. 63. Introducamus ergo istos valores, atque sequentes 
nanciscemur aequationes 
L A— t --aa, 
IL 2 B— 8(1-1l- aa) A — (1 —aay, 
HL 3C—6(t--aa)B—2(1 —aay.A, 
IV. 4D—7(1-4-aa)C —3(t —aay B, 
V. $E— 9 (1-I-a a) D — 4 (1 —aay C, 
VL 6F — 11(1 - caa) E — 6 (1 — aay D, 
VIL 7G — 13(12- aa) F — 6 (1 — a ay E, 
YUL 8H— 15(1--aa)G — 7 (1 — aa)? F, 
etc. " 
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$.64 Harum aequationum prima statim dat valorem ante 
inventum À — 1 -[- aa; secunda vero praebet 
an 3--6aa 4-3 a* 
"T (0-—1:1-22aa-4- o 
unde fit - . 
B-t1 --4aa -- a'. 
Deinde vero tertia aequatio praebet 
] ' 5 4-28 2a-1- 25 a* -4- 5 a$ 
3c— 
. iii 2aa4- 2a*5 —2 a6 
unde elicitur 
-224-r-9aa-- 9 a! -4- a6. 
Porro quarta aequatio 
7 4-10 aa 4-126 a* 4- 70 a6 4- 1 a* 
4D—)—3— 6aa4- i8a*— 6a6— 8af 
unde colligitur 
Dcc1i--16aa-36 a* 4- 16 a6 -4- a*. 
Simili modo ex aequatione quinta colligimus : 
2 9--153aa--468 a*4- 468a5-1- 153 a5 ,-9a1? 
$E—) 4— 28aa-- 82a*-- 82a5— 28a*—4a!? 
unde colligitur 
E-c1--25aa--100a*-- 100 a$-i- 25 a* 4- a!0, 
Evolvamus etiam sextam aequationem quae praebet 
ej 114286aa--1375a*--2200a52-1375a*--286a1!9-- 11a? 
— 5— T70aa—  2óa*a4. 20045—  25a5— 70a!9— 5a, 
hincque concluditur 
——44- 36aa 4- 225 a* -- 400 a$-- 225 a5 4- 36 a!9 -.- a'* 
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$. 65. Hie non sine admiratione deprehendimus, omnes 
coeffücientes harum formarum esse numeros quadratos, quorum ra» 
dices occurrunt in potestatibus respondentibus binomii 1 -- 2 a, sic- 
que pro littera sequente habebimus : 
—c42-15aa-- 21*a*-- 35" a$--38* a5 - 2 17019 4 7^ a. qt, 


quae littera respondet formulae integrali [22.. ita ut hic sit 


ac 


n-kc 1. Quodsi ergo formae generalis PL Ti integrale statua- 





- TV 
mE (1— ag) int 
V toca (LY ate (Dd e (TD! af e QD ats 
adhibitis scilicet" cháracteribus, quibus coefficientes potestatum bino- 
mii designare consuevimus, dum scilicet est 
(in Go —i n Su iG 3) —T Ii etc. 
$ 66. Haec quidem conclusio tantum per inductionem 


, erit valor litterae . 








quasi conjectura est deducta; vix enim quisquam reperietur, cui ista 
conjectura suspecta videatur, quamquam rigorosa demonstratione 
nondum sit corroborata; casu enim fortuito neutiquam evenire certe 
potest, ut omnes istos.coefficientes prodierjnt numeri quadrati, atque 
adeo ipsorum eoefficientium qui in evolutione potestatis (1 2 a a)^ 
occurrunt, interim tamen deinceps vidi pro hac veritate solidam 'de- 
monstrationem adornari posse. : 

$. 67. Hae igitur lege stabilita, valores litterarum A, B, 
C, D etc., quas in expressiones integralium induximps , sequenti 
modo se habebunt ! 
A — 1* - 1* aa, 
B — 1* 4. 2* a a - 1* a*, 

L—a*-2e8'aa24- 3* at 2-1? à6, 
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^ p-i*e4'aa-d- 6*ai-i- Aja6-p. 1785, 
—4^-e65a4-4-10*25-41-10?a5-|-. 5*a*-|-. 1785, 
F—1--6^aa-4-1 57a5-1-202a5-1-1 5*29-4-. 62210-1- 1412, 
G—1--1*aa-|-2 1*a-1-3 62a5-1-3 5*a* -1-2 17010172212 1.1*314, 
etc. etc. 


Integratio formulae generalis 


2 eos. 1 ap-o 
"n Ant ad  — 180 
existente A— 1 --aa—2a cos. Q. 


$. 68. Haec formula generalis perinde tractari potest ac 
praecedens, dum valor integralis cujusque casus etiam a duobus ca- 
Sibus praecedentibus pendet, ita ut ponere queamus 
"cosi — 0 (D cos. i (b 9 cos i - 
Avene — A? T B A0—1i n 
quatenus scilicet integralia ad binos terminos integrationis stabilitos 
referuntur; quia autem mecesse est, ut aequationem generalem ob 
ista conditione liberam constituamus, aliquot membra adjungi opor- 
tet, quae pro utroque termino evanescant, neque enim hic eufficit, 
ut ante unicum terminum adjunxisse, verum adeo ternos hujusmodi 
terminos adjungi debebunt, cujus ratio mox ex ipso calculo elucebit; 
hanc ob rem constituamus sequentem &equationem 
2 D cos. ipo 3puiQ io 9 (D cos. ip 
Ani T g ETC Y 
sin i " pm e 1jo sin. (1 -1- 1) b 
4 'Y 4 A^ oA ui T t UC An?! 
quae postrema membra, quoniam i est numerus integer, pro utroque 
termino íhtegrationis evanescunt, 
Fol. IF. 30 
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$ 6 9 . Differentietur igitur nunc ista aequatio, ac posito 
brevitatis gratia 1-1- a a — b, ut sit A — 65 —2a cos. o. negli- 
gantur denominatores, qui. erunt. A"-*! una cum elemento 20d 
Primo notetur esse - 
A cos. i p — b cos. i (p — a cos. (i— 1)  — a cos. (i 4- 1) 
tum vero ob 
Abb — Aabeos. (D -1- 4aacos.(* —2aa 4-bb 
—.4 abcos.(D -4-2aacos. 2 (D, erit 
4X? cos. ipc(b b -1- 2a) cos. ip—2 abcos.(i —1)0 
— 2 abcos. (i 4-3) D -4I- a acos. (i — 2) b 
--aa cos. (i-]- 2) D. 
Deinde vero habebitur 
2, M O i coi — 2nasin.i (sin. (D —ibcos. iD 
-]- iacos.(i — 1)D — iacos.G 4-1) b 
— nacos, (i — 1) -4- nacos. (i-1- 1) D. 
Simili modo erit 
2. mer 09g, )b cos.(i—1YD — G — 1)acos. Gi — 20b 
— G — 1)acos i (D —nacos.(i— 2) D -1- na cos. iD) 
ac denique 


in. (2-1 
e 29 — p 5cos G4- 1) 9 —-- D acos. iio 


— (i -- 1)acos. (i-1-2) D —nacos. i (D -- n acos. (i -- 2) p. 
$. 70. Hic igitur. occürrunt quinque anguli soilicet 


ib, Gà—00, à2- 00, 6—2 0 et 6-22, 
unde patet ratio, cur terni termini absoluti sint supra adjuncti; diffe- 
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erentiale ergo facta evolutione singulorum terminorum, per quin- 
que columnas sequenti modo repraesentetur, ita ut membrum sini- 
strum, quod est cos. i (D, aequetur sequenti expressioni 

cos. i(D — |cos.G — 1) (D|cos. Gi -4- 1) D|cos. Gi— 2) (r|cos. G --2) b 
Tab I—aa —aa 
—-(3(065--2aa) | — 2 8ab —2(ab --8aa d-8aa 
—yib —yia —yia 

. I—--yna -T-'yna 
—Ó(i-— 1)a T$6—05 --6G-4-1)5|—86—1)a|—6G-- 108. 
-róna —ÀÓna --éna 
—t£(i--1)a 
—etena 

$. 71. Hic igitur omnes quatuor posteriores columnae ad 

nihilum redigi debent, propterea quod sola prima columna mem- 
bro sinistro aequari potest; incipiamus igitur a binis columnis ultimis, 
unde deducimus . | 


E — Ba 
LE —HuEA et 6— i-i 


His valoribus introductis, pro secunda columna erit 


— 2 ab--8 i — 1) 5 82361790) — LL Bsbg-pm—:) 


i--n—1 it1—1 





Pro tertia vero columma erit 
Bab(i—2n 


—2ab--eü 4- 1)b— — i-rdi 
unde haec binae columnae nobis praebent has duas aequationes 
—aa—Jy(ü-Ena-— — BsbG pint 125—9 — 0, 
—aa—'yü—n)a— eb—s0 0 — 9 
$. 72. Harum duarum aequationum subtrahatur posterior 
a priore, ac prodibit 


28inab 
— Tyna—idi$aG-ijr 0, 


30* 
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unde colligimus * . 
— Bib o. 
Y —— di—(n—1)? 
Atque hinc.porro ex secunda deduci potest valor ipsius a, cum sit 
aa4-—-—9(-r-n)a— enr, 
ert  - . 
j— Bim B(i3-2n—1)5 LECT 
€—jilQ-i)s ^ oi*n—i — ii—-(n—i» 


— —Bo—2 (2n—1). 


ii—(n-—1)* - 





$. 73. Hi jam valores subsütuantur in prima columna, - 


&ique orietgr sequens aequatio 


B(i—1)(80n—1) 55 4- 28 aa 


. 


ii—(n—1) 8a 0 
i—n—1)aa — 
c6 bb -— i-n—!t -—i. 
Biibb — B Gon 1)os 
— UÉ-(Q-i18 — d—^-c1 


Multiplicando igitur per ii — (n — 1)?, prodibit haec aequatio 
ii— (n — 1y—2aa[ii — (n — 1)'] --Gbb(n—1) (2n—1) 
—BaaG-n—1) G—n-- 1) - bb [ii —(n — 1] 
—aaG--n24-1) G-2-n— 1)— Qiibb. 
Facta autem reductione, terminus a a. multiplicabitur per 
2[ii—(n— 1»*] — (i — ny! 4- 1 — ( -4- n -4- 4, 
sive per — 4 n (n — 1); at vero (5 b multiplicabitur per 
(0 — 1)(2n — 12)4d-ii — (n — 1y* —ide. 
Sive per n (n — 1), Sicque erit 
ii(n— £j2— 4 8m (n — 0a2--fn(n— Dbb 
—na-—1)(bb5—4aa) 
Cum igitur posuerimus 5 — 1 -1- a a, erit 
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bb—4aa-(—aoy, 


consequenter hinc elicimus 
ii—(n—1? 
—s(n—i)(1—a2 ^ 
$ 74. Invento jam valore litterae (2, ex eo deducimus 
valorem & —É(zH: valores autem litterarum 'y, Ó, et & non 


amplius in censum veniunt, et reductio quam quaerimus erit 


fx ib. 0 D cos. (p «o rg 9 QD cos. iD 





? 


Anci 4^ 4"— 1 
sive sublatis fractionibus habebitur ista aequatio 


nob —aa! f 7777 29D (n— 1) (Qn—1X4 -i-aa) [299 9Deosi 


9 cos. i 
Eie) f/2972 PE 9 
quae aequatio casu j—— 0 redit ad reductionem praecedentis sectio- 


nis. ' 
$. 15. Inventa hac reductione generali, pro ejus appli- 
catione cum sit . 


2910 T a! 


at ubi n— 90, 





1— 
ponamus pro sequesibus 


à 2 
[5 $i — A, ubi n — 4 





4^ 7 a—aa* 
9 (Dcos. d 
$2 sio —a B, ubi n 2-2 


ai 
eme e ubi nzc3 


FE 7 (—aa) 
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* i 
[92$ mL D, win-ca4 





A5 7 4—aay? 
90 cos. i 7 a! . 
oie T gn E, ubi n — 5, 


atque adeo in genere sit 
9QcosiD — 7a! 
[—- — ü—aay"ei 
Supra autem jam i invenimus esse 
ALi-d-i— G— 1) aa, 
Sive terminos positive repraesentando 
AZz4-ri-d-(1—i)aa. 
$. 76. Quodsi in reductione nostra inventa poneremus 
n—c2 1, ea daret i i / OQ (D cos. i (D — 0, quod primo verum 
est casu i—— 0, tum vero ob / Q (D cos. i (p — Isin. i (p — 0, 
quod quidem per se patet.  Incipiamus igitur a casu n — 2, et 
procedendo per sequentes valores n — 3, n —:4, n-——5, etc, 
nanciscemur sequentes aequationes 
I. M n —2, erit 
SA B-—c4.8(1--a2a)A (i — 1)(1 — aay. 
1I. 5 n--83, erit 
3.2C—2.5(t 0B Gi— 4) (1 — aay 4. 
III. Si n — 4, erit 
|o 4.8D—3.7(12-a2)C -- (€ —9) (1 —aay B. 
IV. Si n — 5, erit 
$.4E—A4.9(t-1-a2a) D-]-(i — 16) (1 —aayc€ 
Y. Si n — 6, erit 
6.6 F—65.11(1--aa) Ed- Gi — 26) (14 —aay D. 
etc. . etc. . 
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$. 77. Cum igitur sit 
A-14-ri-rüa—Daa, 

pro prima aequatione erit 

(4 4-823) A21 27 i 4-2a a 4- (4 — i a, 
hujus triplo addi oportet 

Gi—1)(1—aay—ii—t1—2 (ii— 1)aa-E(i1i — 1)aà , 

unde oritur primo terminus absolutus — (2 --i) (1 -4-i), deinde * 
coeffciens ipsius a a erit 8 —2ii, coefliciens vero ipsius a^ erit, 
(2 — i) (1 — i), unde concludimus litteram 7 

B -eisoto 4- (2 4-2) (2—1i) aa4- (17002 gt 

$. 78: Ista forma nos manuducit ad coefficientes potesta- 
tum binomii, quos ut jam moninus per characteres peculiares re-- 
praesentamus, sicque per tales characteres erit 

A-— [eu 4r 65s t tum vero 

(354-62) 652a-- 6754 
Videamus autem, quomodo MK lex in sequentibus valoribus se sit 
habitura. | 

$. 79. Evolvamus igitur aequationem secundam, pro qua 
sequentes duas multiplicationes institui oportet ' - 

10 [EE EE. E. (4 — ii)aa-]- 3E a*j per 1 -- aa, 
.ultimum autem membrum postulat hanc multiplicationem 

Gi—4)(—226a--a*5 per 1 4-i-- (1 — i)aa; 
unde primo oritur iste terminus absolutus 

10-- 15i-E6ii-4- Gi — 4) (4 4-2, 
quae reducitur ad hanc formam (2-1-i) (1-1-D (3 -ri) Pro ter- 
mino autem a à erit | 
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40—10ii4-6(2--2 (12r i)J-CGi —AÓ[—2 (12-0 1 — i] 
—a-—i) 0124-32--5(2H-D Q 4-D, 
quae expressio reducitur ad 
Q 4-D(2T —3ii) —8(24- (G 4-0 — D. 
Porro coefficiens ipsius a^ erit ] 
Q—i)(21—8i)-8(2—D.(3--)0 (3 —3i. 
. Denique coeffüciens ipsius af erit (2 — i) (1 — i) (3 — 2. 


$. 80. Calculo ergo hoc peracto habebimus 
$.2C — (8--D (24-2 (12-2 -I- 3 (3-25 (2-- D (3— aa 
J- 3 (34-5 (2 — i) (8—i) a*-- (s — i (2 — ) (4 — D a6, 
quae forma commode redigitur ad istam per characteres coefficien- 
tium binomii 
c — 65-615 Gr5aa- fh) T5a re erhar s. 
Hic ordo maxime confrmat conjecturam ex casibus praecedentibus 
deductam, neque dubium ullum esse potest, quin sequentes litterae 
istos sortiantur valores 
D$. 565 aa 4-65 ài a-—bg 
B HRK a6 4- 35 at. 
— T5 6D ér5aa p ÓT5 615a 
"aer 5 $53) a6 -- C T5 615 at p 55 at. 
etc. etc. 





Interim tamen fatendum est, hunc ordinem egregium tantum per con- 
jecturam se nobis obtulisse; cujus ergo demonstratio rigorosa adhuc 
desideratur. 
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$. 81. Cum igitur supra ingenere posuerimus 
à cos. iB ab — o — 7 a! Y 
E MEME —aa)-:i* 
erit nunc 
inre G30 C79 aa C2 C39 t 
275 (t5) a5 -- (15 (75) at "ee. 
vnde M deducitur forma in articulo praecedenti conclusa, ubi 
erat i —— 0. Pro hoc enim casu erit 
Y—O - GE20D 22 7- G52) 2o! o- G3) (9) ate. 
Cum autem in hujusmodi characteribus, perpetuo sit G —G —) 
erit prorsus uti supra conjectavimus — ' 
-— 3) 4- (D? a a a- (2? a* ra a$ 4- (oy a* —- etc. 


Hinc igitur operae pretium erit sequens theorema censtituere. 








Theorema generale. 


$. 82. Si formula integralis 
9 (p cos. i (b E 
(1 23- 4a— 2 a cos.) *tt* . 
8 termino (D — 0 usque ad terminum (D — 180? extendatur, va- 
lr integralis semper habebit talem formam 
ü [T V, existente 
mE 12 Gr2C des t (Ho Co 
GS C32) a5 -Ct5c 12) a* -- ete. : 
dummodo fuerit i numerus integer, atque adeo tam positivus quam 
megativus; quandoquidem etiam posteriori casu ista forma veritati 
Fol. IF: 31 
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consentsnea deprehenditur, ita nt ista expressio latius pateat, quam 
omnes casus speciales junctim. spmti, «nde eam per conjecturam 
conclusimus; namque in omnibus easibus specialibus littera i ne- 
cessario denotabat numeros integros tantum positivos. 





4) Demenstratio Thoorematis insignis per 
conjecturam erati, cirea integrationem 
formulae . 

2 (D cos. i (D 
Joa Syr 
M. S, Academiae exhib. die 40 Meptembrio. 17118. 


$ 83. Cum nuper hane formulam integralem tractassem, 
sc potissimum im ejus valorem inquisivissem, quem accipit, si inte- 
grale a. termino (D Z0 ad terminum (D —— 180? usque extendatur; 
ex pluribus casibus, quos evolvere licuit, conclusi ejus imtegrale im 
genere ia expressum iri 

7 ai 

G—aajeki ^ 

ubi V denotat summam hujus seriei 
(nm (qmi m-—Agnediw s n--P 
V —Cx C C 1 ? GA J 9 3- ez 5 Qty a* e ete. 

Mic scilicet isti characteres clausulis inclusi designant coefficientes 
potestatis binomialis, dum statuimus 


[e —wyi--(x --(9)a*-- (5) x* 24- (2) z*-- etc. 
$. 84. Circa hanc autem formulam integralem ante om- 


nia tenendum est, litteram i perpetuo significare numeros integros, 
quandoquidem im amelysi constanter assumitur, casu (—: 180? sem- 
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per esse &Bin.i(D — 0; tum vero etiam. ejus valores perpetuo ut 
positivi spectarl possunt, propterea quod cos. (— i (D) — cos. 
(iQ) Interim tamen mox ostendetms nostram formam integra- 


lem etiam veritati e85e oconsentaneam, quamvis litterae i valores ne.. 


-gativi tribuantur. Ad hoc ostendendum circa characteres in eubsi- 
díum vocatos eequentia sunt observanda. 

19). $i p et q designent nmmeros integros, ac primo 
quidem positivos, quoniam in evolufióné potestatis binomialis omnes 
te?mini primum antecedentes sunt nulli, quoties fuerit g numerus ne- 
gatvus, semper erit (5 Lo. 

29).' Quia coefüciens tam primi termini quam ultimi sem- 
per est unitas, erit tam ($) — 1 quam e5— 1. 

37). Quia termini "ultimum sequentes pariter sunt nulli, 
quoties fuerit g «; p, valor charaeteris & semper pro nihilo ha- 
beri poterit. ! 

47). Quia in evolutione potestatis binomialis coefficientes 
ordinem tenent retrogradum, hinc sequitur semper fore (-G*Z 
Sin autem superior numefus p fuerit negativus, ob rationem praece- 
dentem semper "etiam erit. (Z) -—e. 


59). At si g denotet numeros positivos, character GS 


perpetuo dabit valores alternatim positivos et megativos; cum sit 
Ll^- LPelp (LPegRPLO.rí-5- 1) (931-2) 
(521; QGD--5 CBE qz-ter m 
Atque hinc 
6^). In genere tales cbaracteres, ubi süperior numerus 
est negativus, ad positivos. reduci poterunt, cum sit C5 p 


mbi signum -i- valet si q fuerit numerus par, inferius — vero, si 
impar. 





31* 
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$. 85 His proprietatibus circa characteres hic adhibitos 

notatis, in forma nostra integrali loco i scribamus — i, eritque 
9 cos. — ip. -a-i v 
(1--aa —2acos.(D)*--1- —(ü-—ad)reri ,! 


existente 
Y — Cic z5-- C2) 9n «C61 08294 
- CT) Ch a a6 4- etc. 
ubi posteriores factores evanescunt, quamdiu denominatores sunt ne- 


gaüvi: primum igitur membrum 'signi&catum habens erit CL 
n—i 

(uu 

erunt 





aii, cujus valor erit (5-5) a?; sequentia autem. membra 


CD eec) etre GEO CD ert 
tum. vero (23-5) 52) ati-4, ete. Hoe hos modo erit. 
Y ICT) C35 C20 EO (50 C3 ath eee 


" -a 
qui valor ductus in q— aa) *i praebet hanc formam 


—- — 3) — 
Gun [635 € 5--GS5c7 5ats- GC Ci z: 4 ^-rete] 
quae prorsus congruit cum nostra formula- valori E ipsius i 


respondente, qui egregius consensus haud contemnendum firmamen- 
tum pro veritate nostrae formae integralis continet. t 








$. 86. Praeterea vero circa formem nostram integralem 
. imprimi notari debet, seriem pro Y supra datam semper alicubi ab- 
rumpi quoties n fuerK numerus integer positivus, quippe quod eve- 


iet, quando vel in priore factore, cujus forma est Cx. pervenitur 
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ad prid quo A 2 n — i, vel in posteriore factore, cujus forma 
est GE Itb, evadet À 7n; quae proprietas eo magis est obser- 
vanda, "quod, si series Y in infinitum porrigeretur, parum lucrati 
essemus censendi, id quod praecipue de iis casibus est notandum, 
quibus m foret numerus fractus, quos ergo casus penitus ab instituto 
nostro removemus, ita ut pro z tantum numeros integros simus as- 
sumturi. 

$. 87. Consideremus ergo etiam casus, quibus x; est nu- 
merus negativus, ac primo quidem jam per se clarum est, quam- 
diu is minor fuerit quam i, ideoque n -4- i etiamnum numerus po- 
sitivus, tum seriem pro Y datam adeo citius abruptum iri; tum igi- 
tur demum in infinitum excurret, quando etiam n-- i'fuerit nume- 
rus positivus. — His autem casibus forma integralis supra data ita 
transformari potest, ut abruptio pariter locum inveniat. 

$. 88. Ad hoe ostendendum statuamus n — — m — 1, ut 
formula nostra integralis evadat ] 

9 D cos. i D (1-4- a à — 2 a cos. D), 
ejusque igitur valor — T a! (1—2a)*"--! V, existente jam - 

Y— (—25:—5 (4:5 4- (2841-5 (- CUERO 

ToC —5uit5a--(- m--i- cue a$ ^- etc. 
quae series manifesto in infinitum excurrit, quam autem ope sequen- 
tes lemmatis transformare poterimus. 





L e m m a, 
$. 89. Ista series per characteres hic introductos proce- 
dens 


*— 00) -- GE PTTSER (GG mote 
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'in hane sui similem transmutari potest 
1 f—1 —-h-1 - —5- — 
eC )0£7-)4- CZ -96 i9c4-C 5C f ES -]- etc. 
'quandoquidem inter eárum valores * et d ista relatio semper lo- 
,cum habere, non ita pridem a rhe est demonstrata 


C5 * (c a - ahi é, 
cujus demonstratio profundissimae est indaginis, dum adeo per ae- 





quationes differentiales secundi gradus procedit. 
$ 90.  Applicemus jam istud lemma ad casum nostrum 
.propositum, atque 'ut series d cum mostro V conientiens reddatur, 
ut fiat & — V, sumi debet /— — m — 1 — i, h— —m-— 1 4i, 
ecci et x —a a, unde altera series d hanc accipiet formam 
à —C 2e er 9G 22a4- Cz 0x54 -- etc. 
quae series jam certe abrumpitur alicpbi, propterea quod hit » 
denotet numerum integrum positivum: at vero relatio inter superio- 
rem V — $ et novam hanc seriem d ita se habebit 
——5 v (22) 7-1 4. 
f. 91. Hinc igitur formulae nostrae integralis hujue 
Se 


-m- ON M 





f 8 cos i (1 -- aa — 2 a cos. Q)n — 








ub! d denotat seriem modo ante f. B9. expositam, qui valor cum 
factorem habeat (7-) semper evanescet, quamdiu fuerit if» m, ita 
ut his casibus valor integralis semper nihilo sit aequalis. — Ceterum 
hic notasse juvabit, facta evolutione esse 


—m—t |o m(m-1) ...-- (n—i--0 
C): C —dqmDOa-3.:-. (eRD 


' ubi signum superius »-j- valet si i luerit numerus par, inferius 4 , 
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vero siimpar. His circa indolem nostri theorematis notatis, ipsam. 
ejus demonstrationem aggrediamur, quam quo clarior evadat in va- 
rias partes distribuamus. 


Demonstrationis pers prinra. 
$. 92. Quoniam valorem nostrum integralem ad duas 
formulas accommodavimus, eas distinctionis gratia signis O et C 
designemus ,. sitque 


— 2 Qo cos. iD &o-—o ] 
o— fiiic 8) Qj iba — :802]" 

€ —/ 2 Q cos. iD (1 4- da — 2 a cos. D)" aes] , 
quarum posterior C in priorem Q .convertitur si loco m ecribamus 
— n — 1; modo autem vidimus, has duas formulas a se invicem 
pendere, unde a posteriori tanquam. simpliciori, siquidem denomina" 
tore. (1.— a ay *7-! caret, incipiamue, quam. quo simpliciorem red- 
damus statuamus dcus — b; sic enim habebimus 

C —(1 --aa)" f à ( cos. i D (4.— 2.5 cos. D)", 


eujus ergo integrale nobis erit investigandum. 


$&. 93. Ante omnia igitur conveniet potestatem (1—25 
eos. (D)? evolvi, unde fiet 


(1 — 25cos.D)^ — i — (7) 2 6 cos. (D -1- (2) 4 9" cos. d? 
— (2) 8 55 cos. (D? -i- ete. 
eujus ergo terminus .quieunque erit -i- (2) 2^5* cos. (^; ubi sig- 
xem -i- valet 8i À fuerit numerus par, alterum vero — si impar. 
Jam quia hic potestates ipsius cos. (D occurrunt, eas per praecepta 
satis cognita in cosinus simplices converti oportet, quibus fit 
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2*cos.(D3—2c0s.2(D -1-1($), 

23cos.(D3— 2e0s.3 (D --2(1)cos.(D, 

2*cos.(D*— 2cos. 4(D-1-2(1)cos.2 D 1-1 (2). 

25cos.(D5— 2cos.5CD-3-2(3)cos. 3 D-1- 2(3)cos.(b, 

26cos. Qf—aeos. 6-2) r2 )eos 20--0, 

etc. 
Ubi notandum , in pu-—- paribus postremum membrum COS, 
0 (D — 1 dimidio tantum coefficiente esse affectum. — Hinc igitur in 
genere erit 
2^ cos. (D^ — 2 eos.ADa-2(3)cos. (E29 ci Qe (.—4)o 
--2(3)eos.(4. — 6) (D -1-etc. 

ubi notetur, qwoties fuerit 4. numerus par, puta A —c2i, ultimum. 
membrum fore tantum 1.(57 33) cos, 0 p. : 


$. 94 Postquam igitur omnes cosinuum potestates ad co- 
sinus simplices fuerint reductae, integrationes nostrae semper ad 
talem formam redigentur /^2 (D cos. i (D cos. A (D, de qua forma hic 
imprimis est notandum, ejus integrale a. (D — 0 ad (p— 280? 
extensum semper esse nullum, solo caeu A —i excepto, Cum enim 
sit 

cos. i (D cos. X. (D — 1 cos. (i 4-3) 6 -- ieos. (G—2)0. 
erit illud integrale i indefinitum 


sin. (i T-X39 -pHeG—X G—3)9 


-—U:d45 2([—3) * 
quod pro termino (D — 0 manifesto evanescit; pro altero vero 


termino (D — 130? — 7, ob i et À numeros integros, manifestum 
est, hoc integrale denuo evanescere, solo casu excepto quo à — i, 
Si enim i — X ut infinite parvum spectetur, puta — 0, pars po- 
sterior hujus integralis erit mae ; id quod etiam inde patet, 
quod sit 
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cos. i D^ — 4-1 - deos. 2i D, 


J0 ( cos i^ — 4D 2-15. 2 i — pm. 

$. 95. Ad integrale igitur quaesitum obtinendum, ex po- 
testate (1 — 2 bcos. (D)*  evoluta, eos tantum terminos, qui cos. 
i (D continent, excerpsisse sufüciet, cwm reliqui ommes nihil plane 
producant, qui si junctim sumtü praebeant N cos. i (D, totum no- 
strum integrale pro ( erit 

€ —( aar .iNm; 

quocirca nobis incumbet, in omnes superioris formae partes inqui- 
rere, quae formula cos. i (D erunt affectae; unde evidens est, quam- 


diu in illo termino generali 2- (3) 2^ 9^ cos. (D* exponens ^. minor 
fuerit quam i, inde mihil plane in integrale inferri. 

$.96. Primus igitur terminus, qui hic in computum venit 
ert -- Ge» 2! b cos. (Di, pro quo signum superius -4- valebit si 
i fuerit numerus par, inferius — vero si impar. Hinc antem par 
superioremr reductionem proveniet ] 


2! cos. (D! — 2 cos. i D, 
it& ut hinc pro N oriatur pars prima -i- - G) 29. Tum vero ex 


termino immediate sequente, qui erit 
CE 2 PH eme P5, 

nullus angulus i (D oritur, cum sit : 

2gi-t! oos (p^ 122 cos. (13-1) 4-281) cos. (j— 1) D -1- ete. 
At vero terminus sequeng 

(o4) 253 8. cos i, ob 
23 9 oos pi - 4 2 cos. 7-2)04-2 & 1-53) cos, io ubl 
Fol IF. — 32 


" 
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partem hinc in litteram 'N resultantem: dat 
25 Gf v. 
Simili modo ex casu A —i-|- 3 nihil nascitur. At ex sequente 
ES GE 2i-FÀ bí --4 cog, (Di H-4, ob 
21 --À cos. qiios cos. (i-1-4) D 2- 2 GCR5 P) eos. (: 21- 2) b 
. 2 C$) cos 1. ete. 
pars ad litteram NN accedens erit 
2:5 Goin 
Eodem modo ex casu M—ir 6 pars ad litteram  N accedens 
erit , 
2 H8 G2 bi7- 5, et ita porro. 
$. 97. His igitur omnibus partibus colligendis,: nancisce- 
mur.valorem completum litterae .N, qui erit 
Nz2 [C GR CE XR C5GE9U etel 
ubi notasse juvabit esse, ut sequitur 
(ioepoc ) G2 
:26E2—G. )Cr2. 
d 5 6:2 2 623. 
etc. 
Per hos igitur valores erit | 





N-2MCOG)- COGI QU COGE e (I C DLE 


quo valore invento, erit integrale nostrum quaesitum 
€—en(1--ad)*U (5) (2) 4- C CD 9 ae ee] 


quae series manifesto abrümpitur, quoties fuerit m numerus integer 


. 
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positivus. Statim enim atque in hoc charactere Gr zz) denominas 
tor i-i- À superare incipit numeratorem m-—2, valor ejus in ni- 
bilum abit. À 
Demonstrationis pars secunda.. 
$ 98. .Ut autem hanc integralis expressionem ad solam 
litteram a revocamus, prouti in nostro theoremate supra est reprae- 
ix.e fetque 
Cen -ba)t-H GO CD-- CO CD ay 
c G» Gu ray Gray Trete] 
ubi, ut formam supra datam eliciamus, potestates ipsius 1 --a a 
evolvi oportet. Hunc in finem statuamus € —— -- 7 à Á, ita ut 


sentata, hic loco b restituamus valorem assumtum 





jam sit 

A— (DOG dade (t ) G2 * (cag) i-i 

-GD Gea (paa 77 (3) ca 2 (1--aa)* 4-4 t 
Facta autem harum potestatum evolutione, fiat . 

A — a -4- Q a* -1- ry.a* -4- 8 a6 -- c a* -4- 2 a1? 21-4 a1? 4 ete. 
^ quarum litterarum a, (3, 'y, 9, etc. valores investigemus. 

$. 99. Primo igitur statim patet esse eG A); 
deinde vero reperietur 
8—G)CD C75-- CO Cz. 

At vero pars posterior per priorem divisa, facta evolutione, prae- 
bet 2—— quo Observato erit- 


iri t 
—m OCC 
quod reduóitur ad. 8 — (7) (5 2 Simili modo littera ^4 con- 
32* 
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stabit ex tribus partibus: erif enim 

y —O0)0) C25 4-0 Gz0 C45 GO GEM 
ubi pars secunda per primam divisa dat rr At tertius ter» 


minus per primum divisus praebet toI, unde fit 


— S(n—i—2 m-—1—2)(m—i—s H 
ymiÜ tu. G*26T2 ^ 


At vero est 





-i—t?. m— 
itr 
-—L —1—9*.  m-m—t m—i-$ 
rua) grTtu»)—9uUe 
unde colligitur 
—»5-1i - 
v—Uuigu UO. 
quae expressio contrahitur ià hanc (2) (;]5 —-. 
$ 100: Cum igitur sit | . 
az( (D 6 GE v — D GE 
hinc jam satis tuto concludere liceret, fore 
3G) Gt (GO GE. ee 
Verum né hic quicquam coenjecturae vel inductioui tribusmus 
in genere pro valore litterae A  investigemus coéíficientera potesta- 
tis indefinitae a?^, quem vocemus — A, eritque 
DEA a oneciam —2 mik 
4 —CE)CD - COGZOCRIDS- E ODGYDnCrA 
. — —i-— 
4- COGEDCEIZEO 4 ete 
$. 101. Hujus serici pro .4 inventae singulos terminos 
sub hac forma generali complecti licet Ce xin, 
quae secümdum fhctores evoluta transmutatur in hanc formam 
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ubi numeratoris factores. ab ; 7n incipientes qontiuo uhit&te decres- 
cent wsque &d ultimum (m——i ——A — $-|-1) Jam ista fractio 
supra et infra multiplicetur per hoc prodactum 

A(—12 0... (. —- 8-1), 
ac prodibit ista fractio — ^ 

X6 —1). . . (A—924-0xm(m—t1 mei—A—6 iy 

CORESCO... 02-543 ri T EPIS 237. -. |^ ^ 
in quà primo conünetur eharacter G» deinds etiam ibi continetur 
character (5); quod restst dabit charaeterem m M sicque habe- 
bitur forma Af generalis — (j X) (2 A) GI Unde si loco $ 
successive scribamus 0, 4,2, 3, etc., quia in agis terminis com- 
munis inest factor GA erit valor litterae 

4— GOIODC TD 4- COGI H- COGO e etel 

Verum ante aliquod tempus demonstravi, hujus similis seriei t 

(D D --CDGEO - D GEO -- CO GE e «e. 
Summam semper espe — qi5- c5. 











t2—G- Facta ergo applica- 
üone, erlt p 2 À, g zzm —À, ri: sicque finito modo habebi« 


mus 
4-(DGD-0 eA 
quae est demonstratio conjecturae supra allatae et ex valoribus 
&, (3, "y, conclusae. . . 
$. 102. Quod si jam hic loco 'À successive scribamus 
numeros 0, 4, 2, 3, etc. nanciscemur verum valoretm seriei, quam . 
sub littera A complexi; erit scilicet . 
4A— (GO -- COGE2 4 OG E27 
GG) 95H ete. 
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atque hinc valor integralis sub signo C indicatae formulae erit 
Coen DO) H- CO Gee - DG a! p ee 
quae expressio manifesto semper abrumpitur, quoties m est nume- 
rus integer positivus. Hic autem meminisse oportet, signi ambigui 
-- superius locum habere quando i fuerit numerus par, inferius vero. 
si impar. . : ! 
' Demonstrationis pars tertia. 
$. 103. Ista forma, quam pro valore integrali € hic 
sumus adepti multo adeo est simplicior ea, quam theorema nostrum 
nobis suppeditaverat, quippe quae, si loco d seriem. quam designat 
Scribamus, erit 


Té (T) - - ? 

— -—i à A 

C— (Cu (CE Cx )G ya P Xs a^-rete.] 
Superest igitur, ut perfectum consensum inter has.duas erpressiones 
specie multum & se invicem discrepantes ostendamus., Hic autem 
plurimum notasse juvabit, eáse (—7;—) — (CB) , propterea 
quod supra $. 88. jam observavimus, ese ip genere GDb-x 











eu ca -5, ubi signum superius valet si fuerit g numerus par, ins 
ferius vero si impar; quo notato posterior forma pro ( inventa 


erit 
ToC 
— —h (m2 
C ——— ct! e : C3 E)-- (75 G5 à* -1- etc.]. 
L H 
iB 104. Quoniam nunc ambae formae affectae sunt signo 
ambiguo --, demonstrandum nobis incumbit, si utramque expressio- 


nem per CR multiplicemus, duas sequentes series inter se pror- 
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sus esse aequales 


LG 26H-c Gro Cod 

BACI: a* -- etc. 

I. €— T)-4- - C GEDC 3 a* 

4-6 gg T ete. ; 
ubi aequalitas primorum terminorum ob [65 et er5-i sponte 
se prodit: deinde vero non difüculter aequalitas inter terminos se- 
cundos ipso G a affectos ostendi poterit, similique modo etiam de 
sequentibus hoc idem est tenendum. : . 

$. 105. Verum ne etiam hic inductione uti cogamur, con- 
venientiam binorum terminorum eadem potestate :a?? demonstremus. 
In priore vero serie ista potestas G?^ hunc habet coéfücientem 
GO XSCT in altera vero ejusdem  coéfficiens est n 
GEDCD- Evolvatur igitur uterque in factores simplices, ac prior 
deducit ad, hanc fractionem ^ 


L RRENM (n—roxm ni rnxern. o9; 








13. X x1) —. G*XÀx1 
posterior v vero praebet istam . 
(n—i) Lei MeEDxUR e) o Lool(m—)xm... (mole), 
1 Xx1 - "nam (G3) x1 . 1i 3$ 


vbi denominatores utrinque manifesto sunt iidem, ita ut tantum ae- 
qualitas inter numeratores sit demonstranda, - 


$. 106. Primo autem in priore numeratore: tértius factor 
genéralis cum primo conjunctus praebet hoc productum 

qn4-i . . . . Qn — 2-1), 
quod etiam in forma' posteriori occurrit: his igitur sublatis aequali- 
item monstrari oportet inter partes residuas quae sunt, 
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in priori form m. . . . . (m—i—2A-4-1) 
in altra m... . (m—i4-1) x (8 —2) ... (n—i— 14-1) 
quae nunc iterum est nmanifesta, Sie igitut veritas nostri theorema- 
tis, quod demonstrandum suscepimus, jam rigide est ob oculos po- 
Sita pro formula integrali 
«Q—o 


(m9 o. i (Eb --aa — 2 acos [ou . 


.  JDemonstrationis pars quarta. 
$. 107. Invento valore formulae ((, tota demonstratio 
jam confeeta est censenda, quandoquidem jam initio ex valore for- 
mulae O ille rite est derivatus. Interim tamem hie quoque vicissim 
ex valore € alterum valorem O derivari comveniet, — Utamur au- 
tem forma simplioiori ipsius (, &d quem ^os ipsa. demonstratio im« 
mediate perduxit, qui erat : 
C—xentop Cp Cp Gs - CD qr) a* -- ete] 
ubi signum superius valet si i füerit numerus par, inferius si impar. 
$. 1098. Ex hoc jam valore formulae € alterius formulae 
O valor deducitur, si modo loco m seribamus — 4 — 1, qui 
ergo valor hinc erit 
6 — mal [C5 c5 aO C5 C5 st 
| CANO 635 a! a- ete] 
quae autem series munc in infinitum progreditur, siquidem m fuerit 
numerus integer positivus; quamobrem hanc seriem in aliam con- 
werü oportet, quae abrumpatur, quoties. fuerit numerus integer po- 
Sitivus, id quod ope lemmatis: supra inito allati praestari poterit. 












AD TOM. I. CAP. V. 257 
; $. 109. Seriem igitur hic inventam cum serie $ in lem- 
mate comparemus. id quod fit statuendo 
fc —n-— i, h— —n-—1ietezci, 
its ut jam sit O —--7 a^ $. Ex his autem valoribus sltera se- 
ries signo d notata fiet, ob 


—h—1-n-c—f-—i1icn etz-—o,, . 
—(0) C0D-EOD GI 4--O) Gi at-- ete 


At vero relatio inter has duas. series erit 


— a! eia. 
(—- — ü-caaie ie 


ubi notetur, cum supra jam observaverimus esse 


[E E dL, hie fore CUMEED eo 
ubi iterum signum superius valet, ei i fuerit numerus par. ^ Hinc 
igitur erit 

ndi 

CES. . 

— e a — aant 


— 





$. 110.  Substituatur igitur iste valor loco $, quo ipso 
duplex signorum ambiguitas e medio tolletur, loco d autem series 


modo datascribatur, atque pro O sequentem nanciscemur expressio- 


nem 
Ta : 5 
2 
— GXicaaysh [G? Gr Gia "FO GP at-ete] 
quae series manifesto semper abrumpitur, quoties x» fuerit. numerus 
integer positivus. — Verumtamen hoc laborat defectu, quod casibus 


quibus n «i, ob (7) — 0, infinita evadere videtar. Yerum notan- 
Fol. IF. 33 
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dum est, his casibus etiam omnes terminosseriei d innihilum abire; 
ex quo necesse est, ut in ejus verum valorem totiusque expressio- 
nis inquiramus. —Át vero reliquis casibus, quibus nz» i haec ex- 
presso adeo illi quam in theoremate dedimus praeferenda videtur. 
$. 11t. Ostendi ergo hic debet, omnes terminos nostrae 
seriei ita transformari posse, ut per denominatorem e divisionem 
admittant, At vero quilibet nostrae seriei terminus sub hac forma 


TE 


continetur (2) Gi» quae per factorem comunem ("T5 multipli- 


cata fit (3-5 (25 
nem reducitur 


i EX" quae in factores. evoluta xi hanc fractio- 





er23--...- (nr)xn- LOEO: ef (n—i—X-4- 10. 
d... EXAM ern Xx-d-... RÀ) ————? 


ubi tam mumerator quam denominator tres habet factores principa- 
les; factores autem singulares in mumeratore continuo unitate de- 


crescunt, in denominatore unitate increscunt; Cum igitur sit ep— 
m... (n—i-t) 


, superior fractio per hanc divisa, ob 


De EE LI mo... 0 — iA ue 0, 





(1—3-2-2)x*x(—).... (n—i—^--1) 
OMM 








-Ax1. 248... . (i4-X) 
quae manifesto in hanc transit (ob duo priores factores cohaerentes) 
a)... G— Ex e—5- DO0—i-4-10 
12....- x1.2. G4) , 


jta ut omnibus ad dances reductis, sit forma generalis cujusque 
termini — i--X Gi» Gd 


$. 112. Nune igitur loco A successive scribantur valores 
0, 4, 2, 8, etc. atque valor integralis formulae O prodibit, pror- 
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eus uti in theoremate est enunciatus , scilicet 

o U—S i [e 5e LIE d "C 5S a*-- ete.] 
quae expressio jam non solum semper abrumpitur, quoties n fuerit 
numerus integer positivus, nec ullo amplius laborat defectu, cum 
omnibus casibus valorem ipsius CO determinatum exhibeat, sicque 
adeo nostrum theorema, quod antea sola conjéctura innitebatur, so- 


lidissima demonstratione est confirmatum. 


33* 
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4D TOM. I. CAP. VIII. 
DE 
YALORIBUS INTEGRALIUM 
QUOS CERTIS TANTUM CASIBUS RECIPIUNT. 





1) Nova Methodus quantitates integrales determinandi- 
Novi Commentarii Academiae Scient. Petropolitanae Tom. XIX. 
Pag. 66 —102. : 


$. 1. Cum mihi saepius occurrissent formulae differentiales, 
quae per logarihmum quantitatis" variabilis erant divisae, — veluti 
Pes, nunquam perspicere potui, ad quodnam genus quantitatum ea- 
Tum integralia sint referenda, qpin etiam maxime difficile videbatur 
eorum valores saltem vero proxime assignare. Quod quidem ad 
. formulam: integralem simplicissimam hujus generis j 35 attinet, facile 
patet, si eam ita integrari concipiam, , ut evanescat posito 2—0, 
tum vero statuatur z—- 1, quantitatem infinite magnam esse prodi- 
turam; quod.si enim variabilis z jam proxime ad unitatem accesse- 
rit, ut sit z — 1 — u, existente u quantitate infnite parva, tum ob 
Qz——0Qu e Iz—I(1—uw)-—-—u, 
haec formula erit Js cujus valor utique fit infinitus. ' At vero dan- 
tur omnino hujusmodi formulae integrales /[535, quae, etiamsi po- 
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natur z—— 1, tamen valores finitae magnitudinis sortiuntur: quod de- 
ierminasse eo magis operae pretium videtur, quod nulla adhuc cog- 
nita est via istos valores investigandi, — . 

'$. 2. Consideremus exempli gratia hanc formulam: satis 
. simplicem feu235 quae memorata lege integrata valorem finitum 
habere facile ostendi potest.  Posito enim "uz — y, ut formula 
nostra fiat /^ y Ó z, ideoque exprimat aream curvae, pro abscissa 
z .applicatam habentis —— y, i&ta area a termino z——0 usque ad 
terminum z-——1 extensa utique valorem finitum non multo majorem 


quam. j repraesentabit; posita enim abscissa z — 0, fiet etiam appli. 


cata y —— 0, at sumta z — 1, pro applicata y—t 


rator quam denominator evanescit, ergo eorum loco substitutis auis 
differentialibus, fiet y —2—c1. Pro abescissis autem mediis ponamus 
z— e^, existente e numero, cujus logarithmus hyperbolicus est 





tam nume- 


unitas, erit 
e ^—1  e"—1 








y — — 


—n " men? 


quae, si z fuerit numerus valde magnus, ut abscissa z fiat minima, . 


applicata erit proxime y — 1; qui ergo valor multo major erit quam 


abscissa z; forma scilicet hujus curvae similis erit figurae adjectae, . 


ubi A P denotat abscissam z et P M applicatam y, abscissae vero 
A B — 1 respondet applicata. B C — 1, qua curya descripta, 
ejus areas A M C B non multum euperabit aream trianguli A B C 
quae est — i. . . 

f. 3. Nuper autem, in aliis investigationibus occupatus, 
praeter exspectationem inveni, haüc aream aequalem esse logarithmo 
hyperbolico binarii, ita ut ea per fractiones decimales sit 7 


Fig. I. 
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2220,6031471805; sequenti autem ratiocinio huc sum perductus. 


Cum revera sit / z — f, quia differentiando utrinque prodit 


3s L-— 25, et sumto z —- ! utraque expressio evanescit, loco 0 





1 
Scribo j, denotante i numerum infinitum, eritque ! 2 — i (2/[—1), 
hincque applicata . 
2—1  / 1—z - 
yg-— Y ^01] 
z—1)  i—35 
.et formula integralis . 


a 23a 








id — 2) M 


Nunc igitur statuo zi—, ut fiat z—a, ubi notetur, pro utroque 

.ntegrationis término z—-0 et z—-1 etiam fore x—0 et zz—c1; 

!quia igitur hino fit Qz—iz/— 0, formula integralis evadit 
ofzi—7i0x(a4—2) 
f (—2) 


quam ergo, integrari oportet & termino z-——0 usque ad terminum 
.»- f. 


f. 4.  Spectemus nunc ; ut numerum valde magnum, et 
. o d4— . 
fractio TT—-e resolvitur in hane progressionem geometricam 


1-x-a*-- 25 2-25 -41- x5 4-2 26-1... 5 1, 
cujus singuli termini in z/—!Qz ducti et integrati práebent hana 
seriem ^ 

x zii al-1 PU 2i—1i 


Tia MI * iv eee UUtnuIL 
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quae utique evanescit facto z — 0. Nunc, igitur sumatur xz — 1, 
et valor quaesitus nostrae formulae integralis erit 

Icgucnmacmeecxui- 
ubi quidem littera i denotat numerum infinite magnum, it& ut nume- 
rus horum terminorum sit revera infinitus. Nihilo vero mimus, quia 
singnli termini sunt infnite parvi, haeo series summam habebit fni- - 
tam, quam sequenti modo ad seriem ordinariam reducere licet. 

$. 5. Series inventa. spectari potest tanquam differentia 
inter binas sequentes progressiones harmonicas 

Aui cRPEPEIREPEEPREeG utr 

B-1i-kidijici-pbpee; 
quandoquidem differentia À — B ipsam seriem inventam exhibet; 
quia autem numerus terminorum seriei À est 2i — 1, seriei vero 
BLi— 1, ile duplo major est quam hic, quocirca, ut seriem 
regularem obtineamus, singulos terminos seriei B per saltum a seriei 
A termino secundo, quarto, sexto, octavo etc. auferamus, quo pacto 
simul ad finem utriusque pervenietur, eritque 

A—B-—1-—id-i—i-di- jette. 
im infinitum, cujus ergo. valor est /2, ita.ut nunc quidem solide sit 
demonstratum, formulae integralis propositae /———- E His Casu Z—— f, 
valorem revera esse — /! 2. 





$. 6. Simile ratiocinium etiam ad formulam integralem ge- 
e 1)0z ii : : 
neraliorem &ccommodari potest, ac tendem, reperie- 


tur, casu z — 1 sa valorem fore i (mi -1- 1); quis igitar peri 
modo erit 
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[8s 15, | 





iz 

8i hanc ab illa subtrahamus, prodit sequens integratio 

[£423*- SUE 1 

: n-4-1' 

si scilioet integratio & termino 2 — 0 usque ad terminum z — 1 
extendatur, 

$. 7. Quia autem haec demonstrátio per quantitates in- 
finitas et infinite parvas procedit, merito aliam methodum planam 





. » 
et consuetam. desideramus, quae ad easdem summas perducere va- 


leat; quae quidem investigatio maxime ardua videbitur. Interim ta- 
men, cum nuper consideratio functionum duas variabile involven- 
tium me ad integrationem formularum differentialium prorsus singu- 
larium perduxisset, quae aliis methodis frustra tentantur, ex eodem 
principio quoque integrationes hic exhibitas derivandas esse intellexi; 
Hanc igitur methodum tanquam fontem prorsus novum, ex quo in- 
tegrationes, aliis methodis inaccessas, haurire liceat, clare et perspi- 
cue explicabo, cui negotio istam disquisitionem praecipue destinavi, 
Lemma I. 

4. 8. Si P fuerit functio quaecunque duarum variabilium 
z et nu, ac ponatur /P Q9 z — 8$, ut etam S sit functio binarum 
variabilium z et u, tum erit | 

/f39260—G2.. 

Demonstratio. 

Cum in integratione formulae /P O z sola, z.ut variabilis 

spectetur, erit dà —— P, quae formula denuo differentiate, sola u 


AD'TOM. IL. CAP. VIII. 266 
pro variabili habita, praebet. (335) —— (3P), quae in Oz ducta et 
integrata producit 3 —fz à), quandoquidem: ex principiis 
calculi integralis est 
0. £98 z (235. — 3) q. e. d. 

Corollarium IL ; 
"€ 9. Eodem modo per hujusmodi differentialia; ubi tan- 
tum & pro variabili spectatur, ulterius progredi licet, unde sequen- 
tes oriuntur integrationes 
rd —Jfàz GE e 


[p —foz à» 
ete, etc. 


Corollarium, 2. 


$. 10. Quod si ergo formula /POz fuerit integrabilis, 
ita ut ejus integrale $ exhiberi possit, tum etiam omnes istae for- 
mulae integrales : 

fàzdb, rà2d95, yz G5) etc. 
integrationem admittent, atque adeo ipsa integralia exhiberi poterunt 


Scholien. 


f. 11. Ex his quidem formulis si in genere tractentur, 
parum utilitatis in calculum injgegralem redundat. At si,functio P 
ita fuerit comparata, ut integrale /P Ó z, casu saltem particulari, 
quo post integrationem variabili z certus quidam valor puta z — a 
tribuitur, commode exhiberi potest, ut hoc casu quantitas S abeat in 
functionem solius variabilis u satis simplicem, tum integrationes me- 
moratae perinde locum habebunt, si quidem post singulas integratio. 


Vol. JF. 34 
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nes ponatur z——c a, atque hinc ad ejusmodi integrationes . plerum. 
. que pervenitur, quas aliis méthodis vix, ac ne vix quidem perficere 
liceat: atque hinc oritur : 


Primum principum  integrationum. 

$. 12. Si P ejusmodi fuerit functio binarum variabilium 
zetu, ut.valor integralis /P 9 z saltem casu certo z —- a com- 
mode exprimi queat, qui valor sit — 8$, functio scilicet ipsius u 
tantum; tum etiam sequentia integralia, si quidem post integratio- 
nem pariter statuatur z — a, commode exhiberi poterunt, scilicet 

JP T —S$ 

faz D— Q5 z 

PER —$ 

' fos QD — QD 


LETS ERIS 
etc. . etc. 


Exemplum I. 


$. 13. Si fuerit P — z*, erit quidem in genere 


P)z2— zwi 
fRós— 


unde casu z — 1 hic valor satis simplex nascitur ze ita ut sit 





$-— TED cum deinde per NE continuas, dum sola u 
pro variabili habetur, prodeat G 3» —— z"lz, tum vero d Le 


z* (lzy*, porro - 
G5- Ls. G2», GE AE) a9 (ys ete. 





* 
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hinc sequentes obtinentur valores integrales, si quidem post singulas 
integrationes statuatur z — 1 ] 


[235— v [2302 02 — ES 
[z0ila——qgig | fatàsdet— — ies 
fsOsda*o ug | /at0sde — egi 
fs0sda- gu | (402029 ——(gy 


unde concludimus generaliter fore 
1.2.8.4 ...n 

f[z*9z2^—x NOPTI 
ubi signum -j- valet si n sit numerus par, alterum vero — si n 
sit numerus impar. Hae quidem integrationes jam aliunde eatis sunt 
notae, id quod mirum non est, quoniam tam simplicem formulam 
pro P assumsimus: breviter igitur repetamus eos casus, Quos jam 
nuper expedivi. 


Exemplum 2. 
$. 14. Si fuerit 
— gn—u—1 --zndtu-i 
124 gin 
jam dudum demonstravi, formulae /P Oz valorem integralem casu 
quo post integrationem ponitur z — 1, esse 
— To 
7732 mcos T 





D 


Hinc ergo cum sit 
3P gh -i-puzgebui 
GO —————á—— 12, 
1-—z 
tum vero 


34* 
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LAz tt v62-t1t t 








O9P. a 
Cj — zi — (lzy* et - 
a*P g^ —"—1ggncbu—t 
— 12)? 
(319 — 1-2 qo 
etc. etc, 
ex cognito valore S sequentes nacti sumus integratiónes 
N zh-—u-—1i.zncu-t 7T 
I. j——————— ———— z8$L————— 
/ 125^ 92—$ 2ncos 77 
zg^—wu-—1i.zn-cu—ti .— 28 
n. f— ——(uzm 905—690 
zh-—vuv—t!jygnbu—t 2 33s 
III. [2M NL 0zz)-—(Gi 
gh—w—*4 - zh dui 
i f —? —dY3puaino sd» —-ó5 
zg*—u—iggncu—t! 4 24s. 
Ei NS 0sdoi— e 
etc. 


Exemplum 3. 
$. 15. Si fuerit 
—u—t1 n4-u—1 
P— -— z 1 -— —m 
simili modo demonstravi, valorem formulae integralis JPOz, casu 
quo post integrationem. ponitur z —1, fore 


$—7 , tang. ED 
atque hinc sequentes integrationes pro eodem casu z — 1 fuerunt 


deductae. 
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zgh—u-—t'..2ntu—1 ' EMI 
]Dfe———BÀÁ—— 02-—8-—. tang. ;, 








1—z1n^ 
—£2^—-u-icLznb4&—í1c 3s 
jc 141—352 92l2—$ 
gh—uw—1..2»ntx—1! 
s f/ DI 92 dzf — 35 ! 
— zh —u-—1 g2t:—t 
m". AA sd da 
gh o u—álougz-—u-i 
v, [— RB ——2:02 — 
etc. etc, 
Scholion. 


$. 16. Quo igitur uberiores fructus ex hoc principio ex-. 
spectare queamus, praecipuum negotium huc redit, ut ejusmodi func- 
tiones binarum variabillum z et u pro P investigemus, ita ut valor 
formulae integralis saltem certo quodam casu puta z — 1 succincte 
assignari possit, quemadmodum in allatis exémplis feri licuit. Quem- 
admodum &utem hoc principium ex continua differentiatione est de- 
ductum, ita eodem modo continua integratio ad usum nostrum ac- 
commodari poterit. *. 

Lemma II. 

$. 17. Si P fuerit functio duarum variabilium z et u, ac 
ponatur / P OQ z — 8, ut etiam S sit functio duarum variabilium 
z et u, tum erit / S Q u — / à z f P OQ u, ubi in integralibus 
formulis / P à u et / S OQ u sola u pro variabili habetur, in for- 
mula autem //Q z / P Q u sola z. — 
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Demonstratió. 
Ponatur / 8 9 u — V, ut sit S — à5, ideoque 
à» 22 f P Oz, eritdue Q3 -—P 
wnde, per 2 u multiplicando et integrando, erit [A —/PO29wu 
ex quo sequitur 


V—f0üsyPOu-c/S0uwqed 
Corollarium 1. 


$. 18. Hoc modo etiam integratio repeti potest, unde 
orietur talis aequatio 


fKüoufS0u-—f/üz/OufPOQOu; 
hinc autem plerumque parum utilitatis exspectari potest, nisi forte 
istae integrationes commode succedant. 


Corollarium 2. 


$. 19. Quod si ergo formula / P O z fuerit integrabilis, 
Scilicet — S, altera hinc deducta / OQ z / P O u eatenus tantum 
integrari poterit, quatenus integrale /^ 8 Q u integrare licet. 


Secundum principium integrationum. 


$. 20. Si P ejusmodi fuerit functio duarum variabilium z 


et u, ut formulae integralis /P O z valor certo saltem casu, puta. 


Z —c a, commode exhiberi queat, ita ut hoc casu quantitas $ fiat 
functio solius variabilis 4; tum etiam pro eodem casu z — a hu- 
jus formulae integralis fj Q z / P O u valor assignari poterit, si 
modo formulam / $ Q u integrare licuerit, 
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Exemplum I. 
fui 


. uc 
quae formula casu. z — 1 abit in zi quod ergo loco S scriba- 





$. 21. Sumamus P—zs, ertque / P 9 z — i 
tur. Tum vero quia est 
2" 


fJ/POu-ccyfz"2Quc iz 





, 


fS2Quc-zl(-4-0D, erit 
u 
f[5à -dQ-4-1) 


si quidem post illam integrationem ponatur Z —- 1. Quia autem 
omnis integratio additionem constantis postulat, hic potius statui 
oportebit 
2"2z 
f Iz —d(--1)4€C€; 


atque hic quidem facile intelligitur, hano constantem C esse debere 
. *" 


ez . ] 
infinitam, quoniam in formula integrali fractio m posito zZ — 1 fit 





infinita, its ut hinc parum pro instituto nostro sequi videatur. 


Corollarium 1. 
$. 22. Quoniam autem haec constans C non a variabili 
u pendet, ea retinebit eundem valorem, quicunque numeri determi- 
nati pro u accipiantur. Sumamus igitur primo u — m, tum .vero 
eüam u—.n, ut habeamus istos valores 
z"2oz 


.l. Uo cioeDYCe 
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II. 253*— 1m eC, 
quarum altera ab altera subtracta relinquet istam integrationem no- 
tatu dignissimam ] 
e D 2z LANE Ue: 
[^ mn Ua] 
quemadmodum m supra ex longe aliis principiis demonstravimus. 


Corollarium 2. 


f. 33. Si ad alteram integrationem ascendamus , "quia 





n u 2u 
est f *àucr, ert /Q:u/POu — ——,;; tum vero ob 


dz») 
f S80 uccl(u -- 1) J- C, erit 
fQuf$9u-c(u-t- 0 [(u4- 1) — 1] 4- Cu D, 


Sicque habebimus 


Ex zs o DUQ-- 1) — 1]H- Cu4-D, 


Ubi constantes C et D non ab u pendent: quare ut eas eliminemus 
tres casus determinatos evolvamus 


72707 
L [x —Qqmn 4-1) 1 mm-4- 1) —m — 1 -i-C m-4-D, 


II. "E L—a-4- DI-4-4) —2—1-ECn4-D, 


Il. /[- — (ee1) oe 1) — k— 12-0 k--D, 


eritque ; 
I—III —Gn-- 1) m a- 1) —(k a- 19 Kk ^ 1)--k— m -- C(n—k) et 
JII— HI (n 2e £) I n2-1) — (ca 1) E a- 1) --k — n4- CCo n—k) 
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hincque deducimus un 
Nim SR 
Ct-t-k- I4 (--4 6 en Int) (-n)(m-) 
-E(a- 1)(m— E)yks-1) 


atque hinc pervenimus ad sequengm integrationem 
f^: 9 [(n-k) z^. — (m — &y: z-E(m—rm9). 
0 dax 
|o -(ma- 1) (n—à Lm 4- 0 
— (n 4- 1) (n— o 1a 1) 
-- (k 2- 1) (m — 1-4 1». 
Corollarium 23. 
$ 24.. Operae pretium erit aliquot casus evolvere, ubi 
quidem numeros m, n et k inter se inaequales accipi convenit, 
quia aliter omnes termini se destruerent, 


'- 


'L Sitigtur m — 2, n— 1 et k— 0, erit 
—1pàz . — . 
/en225— 318 — Al2 —l8, 
IL Sit m — 3, n —— 1 et k — 0, eritque 


re-pum y E 4lá—612-212 zu, 


III. Sit m — 3, n— 2 et k — 0, et erit 
JQx-ixED 2202  y:s8—m 2z--1 -8la-glscit, 


q2z)* [ z)* g*? 
IV. Sit m — 3, n — 2 et k — f, et. prodit 


(EE S paa BD ATA 618--2 1270. 


. Corollarium 4. . 
$. 25.. In his'casibus notatu dignum occurrit, quod nu- 
merator in formulis intégralibus factorem habet (Z — 1)?, quod 
Fol. IF; . 36- 


t 
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ideo necessario usu venit, né valores integralium evadant infiiti. 

Quia enim denominator (1 3)* evanescit casu z — 1, si ponamus 

m —-1 — e, existente a infinite parvo, erit ox 
i222 — uw et (2) — -- 0. t 

Necesse ergo est ut in numeratore adsit factor; qui casu z — 1 

— Q itidem praebeat o o, quos evenit Si ibi facter fuerit (z— 1)*. 


Scholion. 

$. 26. Integratio, quam in corollario primo sumus nacti, 
ideo omni digna videtur attentione, quod valores integrales inde 
mati casu Z — 1 nulo adhuc modo assignare potuerim, etiamsi 
tam simpliciter per logarithmos exprimantur. At vero integrationes 
in corollario secundo inventae, etiamsi multo magis arduae, videan- 
tur, tamen ex prioribus ope reductionum cognitarum non: difficulter 
derivari possunt; id quod pro unico casu ostendisse sufficiet. —Po- 
, namus 

REEL 
eritque differentiando 

9z(z—1)*. 3p — pos 423i 


709"  — is^ z(sx) Iz ^ 
unde aequatis terminis seorsim vel per (/z)' vel per /z divisis, 
habebimus has duas aequalitates : | 
(5 — 49 z— $ e Qp-—g0, 
€x quarum priore oritur p —— — $ ($ — 1)", hincque 
i——53:4a4i— m 


z 


ideoque 
.09—3Z27-—42--1, 


Ka wt sit 
9z(z—1)? .  —s(z—1? zs—4z-1)22 
"a iz -cdf jw —— 7 


Q2  — 
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hic autem prius membrum posito Z — 1 &pohte evanescit; posito 
enim z — 14 — u, ut sit /z — — «s, erit 
p-——uu (1 — cw), ideoque 
£-—a«(1—wuw)-o,obgzco: 
posterius vero membrum in has partes discerpi potest 


3221235 — 6-235 


is ? 
eujus prioris partis integrale est 34$,. posteriore - vero —-142; 
Sicque totum hoc integrale erit 
314—12—313—412—Ig, 


prorsus uti mrenimus Hoc igitur modo si ín gemere statuamus 
vaa 262 


Áüzj — ET E 
erit differentiando 


voz [1 20 nm qoz 
3 — iz  z(iz)à cU 


unde istae duae fluunt aequalitates 

p——vYzet q——3. 
Jam ut terminus É evanescat posito z — 1, numerato? p facto; 
rem habere debet (z — 1)*; qui ergo etiam factor esse debet 
quantitatis V. Sit igitur ] 


y 6-3 eritque p —— U (z — £y, 
unde fit ' 

Op ——J3U(2—1)'—2U02(2—1)—(s— 1) £)- 2022], 
hincque . 
q0z—(z—1)[2U02 — 0 U(z — 2h 
. quia ergo q factorem habet z — 1, formula / 19s semper in pat- 

tes resolvi potest, quarum integralia per corollarium primum assig- 
$s6* 


v " 
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nare licet, si modo U fuerit aggregatum. ex quotcunque potestati- 
bus ipsius.2; unde sequens deducitur theorema. 


Theorem a. 


$. 27. Si fuerit 
P—A z^" -j- BzP -4- C zY -- D z? -4- etc. 
it ut summa coéfficientium . 
À 4-.B -I- C -7- D 4- ete, — 0, - 
tum erit 
J*B* —A (aa D) BIB) - CI(y - 1)-- DI(94- 1) -- etc. 
$i quidem post integrationem statuatur z — 1. 


, Demon'stratio. 
Cum hoc ipso casu, quo post integrationem ponitur z — 1, 
sit 
z"0z : 
00  ÉÀ 6 x16 oA. 
denotente A illam constantem infinitam integratione ingressam, erit 
g,* 
af 2x —Al(a- 1) 4-AA, 
eodemque modo 
5 z 
23 (gums 1)-- BA, 


etc. to .etc. 





fimunc haee integralia omnia in unam summam colligantur, erit ob. 
(A 4- B2- C 4- D -4- et) A—— 0 


li 
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integrale qiaesitum 
VEM) BGH-)-- CH) DIG 1) ete. 
q. e. d. 


Corollarium -f. 
$. 28. Quia supponimus 
. 4 4- B-]- C - D -.- etc. — 0, 
evidens .est, formulam 
PLAz".LBzP-LCz"Y-|- D? -4- etc. i 
factorem habere Z — 1, quemadmodum jam ante notavimus. 


Corollarium 2. 
. $ 29. Quia est . 
(«— 1£)— gh ign-i qon gn-1 2070-2) z»—5, 
hoc. valore loco P posito, erit A — 1 et a —7, deinde 
B—-—tet g-—n—1, 
porro . Y 
—14 — 
DEL E et ^y — n — 2, etc. 
hinc igitur erit 


— 4n 
(2— 0"97 f)-in 52 Ln-1)- 56-20-3316, 2) 


iz 
—12)(—2 (n- 3) N 
24 3eLI06— 10-0 l(n — 3) 4 ete. 


si modo exponens zn fuerit nihilo major,. vel saltem uuitate non 





. : "M (8 — 1)? RD 
minor, quia alioquin casu Z — 1 fractio ez z ) fieret . infinita; 


hoc autem non obstante Brea supra considerata fiet finta, ita ut 
sufficiat, dummodo sit n 2» 0. 
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Exemplum 2. 


$.30. 8it 
gn—u—ipgndu-i, 
LLL, edt/P)z- ———— 
14x ^ fP9 2 n cos. n 


si quidem post integrationem ponatur Z — 1, quem ergo valorem 


litterae S tribuimus. Nunc spectata z üt constante, erit 

1 Ó 
fFoucIT CUT *-ià0u-rfuett *22) 
ideoque ^ 


fPQuc E gn-—u—i MTgueux—i. 


- (1 2-2? 7z 
unde fiet - ' - 
gh-—-u—1i gnis 
f8S3u—, c E B 
-4 o acmgh] iz 
com igitur sit cos. 77 — sin, * C79, erit 
t T-TOu 


J89u-— 


2nsin.*7(*—2? 
2n 
hinc si ponamus 
T(n—u b 
tou) — , erit à Q-- 
ideoque 


J/80uc— —J/ Tm — tang. io 


quocirca habebimus 


J80u- — Lang 269) 


ita ut posito post integrationem z — 1, assecuti sumus hanc 
grationem 





n? 


metet je lua eco 
1--21^ *tTI.— ng. — 


-- [tang. to, 


inte- 
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Exemplum 3. 


$. 81. Sit 
gn—"—1! 2» u—1 
PI i 2 » erit! 


fPOz-—g.tteng.;; 1-8 
unde fit . 
f838uc—lcos.77, d 
hinc cum sit 
gh—u"-1.. gnau—i 
P ————————— 
[P)ucl——R—u45ung 
nanciscimur sequentem integrationem, si quidem integrale a termino 
2 — 0 usque ad terminum z — 1 extendatur, 


gn—ui—1.L. gnau—ti az Tu 
[/^——. iz -leos jt. 


Haec quidem duo' posteriora exempla jam ante fusius expedivi; 
unde iis magis evolvendis non immoror, sed ad: sequens problema 
progredior. 
, Problema. 

$. 32. Si proponantur hae duae series infinitae 
P—z.cós. u 4-2* cos. 2u-- 23 cos. 8 u 4- z^ cos. 4u-1-25 cos. Du -|- etc.et 
Q — zsin. u-1-2?sin. 2 u-|-z? sin. 8 u 4-24 sin, 4 u-]-z? sin. 5 u-J-etc." 
quae binas variabiles z et u involvunt, invenire relationes inter 
Jormulas integrales /HS yf?POu e /?*, p 0 Qu, aliasque for- 
»nulas integrales" per continuam  integrationem inde natas. 


280 /' SUPPLEMENTUM Y. 
Solutio. 


. Cun utraque Series sit reourrens, reperitur per formulas 
finitas ' 


— £05 u—2zz — msinu —— 
P-— i—3zcosudzs et Q—:1—3iz cos. u- zz? 
unde fit . : . 
Poz 8zcos.u—zB0z. ) 
KU —f à eun —ly (1 — 2 z cos. u -4- 2) et 
mOusin.u . ^ 
J[Q0u— láser — 4-ly (1 — 2 2 cos. u -]- ZZ), 


ita ut sit 


fH —/Q23u; 


tum vero etiam erit 


QOz... Omsin.u — z n 
KfUR OC qTXsewapux 00 DE Llosa 





2 cosw.u--z2 . 
at si iste arcus differentietur sumto solo angulo a variabili, erit 


1 msinu $c0.u—22 
5; Orc. tang. 1-—sc05.u i—3zcsurzz 





ita ut sit 

£8 —JP2u, 

7$. 38. Verum eaedem relationes facilius ex "ipsis seriebus 
derivantur: cum enim sit 

P Zz cos. u -- z* cos. 2 u -I- ^ cos. 3 u -- 25 cos. 4 u-]- etc. 





erit 
POoz  zcos.u Z2560:5.2u z eei 
JA LLL ILERUSq-77 pete. et 
— zsinu zzsin.2u zs HN 
. JPQucltTT EET LET dete. 
et quia est ! 


Q —z sin. u-1- Zzsin. 2u -1- z?sin. 8 u -j- etc. erit. 
4 





y3935— ee u- -"-Ezuda 4-2 sin.3u -]- etc. et 
— Zcos.u zz ML z? cos.Su - 
fQOucc ETE TEMA DELI ete. 
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unde manifestum est fore 


| [Et s — fQbue f89* — poi. 


281. 


$. 34. Quo hoc modo ulterius progredi liceat, statuamus 


. brevitatis gratia 





P $cosu , zzcosQ2u , xcos9u 





a: ? 3 
P^"- "mm LES E os3u | etc. et. 





. "3: 
m ppm * -i- ete. et 


etc. etc. etc. 





et hinc comparationes ante^inventae continuabuntur 


zP2u, 


p'-f£3*—..[Qau Q zz 


E] 

£2 sin-u 
29 

25 s. zm 2u 


zz si p Ju 
—3** 
etc. 


p^ —[??*— fQrau, Q"— gos — P2, 


pP" -— -- Q"2u, Q— [£2 
p"- IÉ[m z-[Q"2u, Q/^. [V 


etc. . ew. etc. 


unde plures insignes relationes deduci possunt. 





L in.2: 
m.- , 25i mj, S*sin.Su sete 


fite. Um IO TUT-ete et Q^. z 990 
P^ LET EteP QUE 50:31 ete, et Q^ Itt ER 


Ej "n 3u. 
3 
memo, LÀ ia 
E 
84 — 


$ 35. Maxime autem notatu dignae et ad nostrum insti- 
iutum accommodatae sunt eae relationes, ubi formulae integrales, in 
quibus sola z est variabilis, reducuntur ad alias formulas integra- 
les, in quibus sola w.est variabilis; cujusmodi punt, quae sequuntur 


zRII[QO,.. 
EE pe — fuf Pau, 


Monde z2-f2ufàu| Qou, 


Yol. IV. 


36 


—s. etc. 
-- etc. 
-l etc. 
-]- etc. 
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pc s fos as 15. fouf2ufoufeQn, 
pv 2S pe poe fos pes -Pufufufufüu 7 
ete. etc. etc. u 


Similique modo pro altero genere 
Q' — f9*5— 4 fBàv, 
Q^ — f2s [99 —— foufQ2u, 
Q — fefe [87 —2— [oufoufPu, 
Q'^— [5s [Se (822. — e faufou[2u[ P2, 
Q* — (ZZ [E [T [88 moe uou dufQufPOu, 


etc. etc. etc. 


f. 36. Quod ài jam nostrarum serierum, sive quod eodem 
redit, quantitatum 
P, P^, P/, P; P*, etc, et Q,. Q^, Q", Q, Q', etc. eos 
tantum valores desideremus, quos adipiscuntur posito Z —1, hoc 
Commodi assequimur, ut in fermuls integralibus, ubi solus angulus 
w pro variabili habetur, statim ante integrationes ponere liceat z Z1, 
hoc autem facto erit 


LL c0$5 1—1 1. seu 2. 
P-$T ios. ——iet Q-—3idSPaes — iei 


tum vero porro 


fPOw. —— A—ju, 

J9uy Pu — B-- Au—juu, 

JàuJüuf/POu — C-i- Bu ^- jAuu —&u?, 
füufüujfüufPau — D--Cu-C)3ua-- pA — iyu, 


. et pro formulis, ubi est Q, calculus non tam concinne succedit ; 
etit enim 77 


1 
^ 
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Q —ieot ju, 
JQOàu —. sin. ju, 
JQOuf/QQu zz ful sin. ju, 
quae formula cum omnem integrationem respuat, vix ulterius pro- 
gredi licet; interim tamen erit 
füu/OufQQu — /Ou/Oul sin. ju, 
JQu Qu fQu /0Q u — JOuJQu/Oul sin. ju. 
$. 37. Quod ad priores formulas varisbilem z involventes 
attinet, per notas reductiones elicitur 
[t opel os in rit 
Ubi prius membrum /z/POz evanescit posito Z —— 1, tum vero 
9s (POs ^ pOzqümpPOm Ps. (z)* 
ITl-IIEPPIeIpSS. 


quibus expressionibus ulterius exhibitis colligimus fore. 


PIU Q f 
—[H*15, Q^" a— [9 la, 
pP^-1-a T3s OY, Q^ a- [835 , Q3 
3 ^13. . 
Iy —. (Pa . " às (y 
"——f6E | gm-- pcs 


$. 38. Ex his igitur sequentium formularum integralium 
valores assignare possumus, casu quo Z — 1, . 
P z—&h 
Po 222 Lm ju, 
p^ zz (P292 py —- B Au- quu, 
PU cef. ey f u/Oulsin. ju, 
N 36* 
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papi — —. (35. 05. — pe Cu-o gBuua- jAuS— aul, 


1 1:2-3 
pv —LfE. OD — f2u foufQufQul sin. ju, 
etc. etc. 


Eodem modo 
Q -—icotiu, 
Qo —f AA Pn - 
Q^ —— gp. ——Jüulsin.1u, 
Q'" NE X do — L—— C—Bu— j Au 3 uS . 
Q"-— —f99. doy Ge — fau jQuOul sin. ju. . . 
ox —H e —LE-CDu--jCuu--pBu*--& Au — gu*, 
etc. etc. 


$. 39. Cum igitur sit. 





— 0 £00fu—52£5 menu 
P 1—2z2005u-- 22 et Q- -— 1—32zcosuJd-25 


"hactenus id sumus assecuti, ut harum duarum formularum inte- 
gralium 


93z( - ox /. 
[RN PEE 


valores casu Z-——1 commode per angulum u assignare valeamus, 





8i modo constaret, quo facto quantitates A, B, C, D, etc. deter- 
minari oporteat, id quod vix alio modo nisi.per ipsas series, unde. 


hae quantitates sunt natae, fleri posse videtur. 


$. 40. Onmissis igitur formulis integralibus, quae quanti- 
tatem Q involvunt; quippe' quarum integràtio minus succedit, alte- 
ras tantum consideremus, et posito statim zZ —1 ubi s sit P2c—j. 
ita ut sit 


COS, U -- C08. 2U -]- cos. 3u -- cos, 4u -4[P etc. 2 — d 
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si per Ou multiplicemus et integremüs, habebimus ) 


Q/— tet p rm s Srt rint se AE 


quae constans nihilo aequalis videri potest, /quia posito. 2; — 0 
summa seriei evanescere videtar; 'at, sumto angulo. u infinite; parvo 
Series praebebit 

uiu uu dc ud a H- ue ete. et infinitum; 
notum autems ést, tàlem seriem summam finitam hàbere posse, unde 
hoc casu omisso statuamus u — 7, seu potius u Z— T -I- 9, pro- 
dibitque haec series existente « 'angulo infnite parvo, 

—6 -d4-0-——0-2-0—0 d- 6 — q -r ete. . . 
ubi, quia signa alternantur, nullum est dubium, quin summa seriei 


evanescat, quae cum esse debeat.À — $, videns est, fieri cón- - 


stantem, A — jm, ita, ut jam habeamus 


9 $ 

Hoc modo constantem deferinimandi Illustr. Daniel. "Bernoulli 'pri- 
müs est usus, qui praeterea multa praeclara - eirca. indolem harum, 
serierum annotavit, - v Fus 

i E N umm EN 

..$. 41. .Multiplicemus Porro hanc ultimam seriem per -—u, 
et integratio dabit V 
P^c UEAE petu ee cB m ue P 


t 














ad quam constantem inveniend ;panánius prifio u — 0, fietque 


i^BRtetietàee mE. 
"T. 


Cujus seriei summam jam pridem primus demonstravi esse .— 775 


verum si haec veritas nobis esset ignota, egregia illa ntethedo & 
magno Bernoullio Adbibita- utamyr, aé poramus' uclcm eritque 


, u 
— —55— —b5-h-ecBemp7- 2-555 





ldem y m QE fiébe y. shit E etc, zt m " 
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ambae hae series additae. dabunt 


piacaddoeusciB-T, 
eujus: dupleni praoliet, 


ttp i ie crap —tTzzBi 


unde cies B — 77, ita ut sit 


Cos.u , co»2u , cos3u ends 
(SERRE 





— TT TU 
Tee cy—.ua 
"a 42.. Eodem modo ulterius progrediamur, et denno per 
Qu multiplicando et integrando adipiscimur 
Q"-— — mt 4- sin.2u 


i TES zt LE eto, 
mea me mu 


— Tt "D 
ubi si statuatur u — 0, 
enim posito 1:227 





summa seriei manifésto evanescit, prodiret 

Rip Php m 

quae ob q 22 0 fit —'0, sicque erit C — o, ideoque. 
ROBRCTCNES du p rm 


sin. LM sin. v 


Tu , w* 
$5 sete o i 
$. 43. Ducatur haec series in —3u, et integratio prae- 
bebit 
pr — — e€5u ees Su. LM 


ét. u 3$u., eos Mi. 
a4 U* 


Toe d ee 
Lr ome 
12 


u* 
12 LA 
hinc sumto 4 — 0 fet^ ! 


Bc utRaRno Ree D, 
nünc vero.fiat etiam & — 7r, fietque 
1 1 1 4 1 — T 
—uctus-actacagteemD— 
hae aütenr ambae sexies additae dant 


48? 


- | AD' TOM. LCAP,WHI. at 
Lh s see — 2D—5, 


quae octies sumta ut numeratores fiant E B psstbébi 
Sisi ete, zc 16D—7, 

unde oritar D—5$ » quae 'est eadem summa seriei 
E tz T i ic etc. . 

quam jam dudum inveneram, rud :jam . . B 
pP"-t- E t v M -E eor. e ^ ete. s 


—--* Tu) Q "uw um t 
—9974 "T CB C 


$. 44. Multiplicendo iterum per Ou et integrando con- 
sequimur t 


Qvo tes tem fem, JURE ap ete. 


T" qT?u* p) 
zzE-- — 4 HS L 
"90 36 2: m7 
Ubi wti in casu penultimo constans E iterum fit — 0, ita ut ha. 
beamus I 
im. i.$u Q rimn3u Q sm. 
Q— Sw ^ Uo 
— T T ET 
ts 


—3)77736 — d 





$. 4$. Mulüplicemus denuo per — Ou, prodibitque in- 
tegrando 


pur nI£EMMJ eet 
—EI-TZE EN dai 
Ubi ad constantem determinandam ponat&v u-—— 0, eritque 
(0 BReRR gehe TA. 
tum vero matur u-— T. et fiet. 


-ht&- $Tk— elo, 
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quae mE dant qu ommo EE - 


F3 :osih-d buscar i 


quae- multiplicetur per-32,. nx emnes nutueratorés. fiant sai L :g5 
et orietur 


biete poete cera ES : 
unde p F—, ita et sit. coo E 


—WE pre ys A d t 
-— E Ser St - E ite. 1 











E m4 4* Qm E? m S S) . 
Tg 76u— 3 fA i DC , 


^ UE 46. as series "ultérius continuare. superfluum. foret, 
eum lex progressionis jam. satis git manifesta, praecipue si in sub- 
sidium vocentur summationes potestatuii reciprocarum parium, quas 
olim uaque ad potestatem trigesiinam süpputatas dedi. Quod quo 
"elarius perspicitur, istas summas sequenti mlodo repraesentemus 
bp stp* ste -- etc. -amm, ut sit a-—í 
-l q^ i : 
n*sts tuba ete. 2 Qm, ut sit 8— Li 
M ti iebuette mvyau étiy —g 
ets gkstE rete, ccn? , ut sit 3— 
etc. ] etc. etc. 
' atque his positis, fenes babebimus integrationes , pre.; casu Sci- 
licet z — 1, . T 


LL 8g sin. simus — N c :. EN 
Q -— f s w-Fsz i-—u— Arc. dang. z 


I— cos. u 











, Os(eqi-u —z) Js . . : 
"zm L— — E 
P — i-is us á » —am imu 4-1 : 
I .u (2*. 7 - mn E 4 
—-f i—32cowu-Fzm" 3 —— anui —KFmr T 


PM 92 (cos. u—z) 2t mE 4 
pr -fi 1-—8 cos. 1e zz. - — BT "nim ae 
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QINSECT CHEST RE RR 
Q zefiXerageuat 24 -—m 70m gà 25 i 130 
- Om(cos.u—z) — (I2)5 6 A, um . xt u* u* 
ise T X2zd ru — gm eamm acrius m 
vu- f. 925»2 0 Um m6. A. Lo mita. 
Q —--f i—uesa-cFuz 129 7 Y^ "t7 B^ p ae amm s rro as 
etc. etc. ' etc. 


$. 4T. Operae preüum erit, aliquos casus, quibus an- 
gulo u datus valor tribuitur, ob oculos exponere. Ponamus igitur 
u — 0, quo casu formulae nostrae alternatim evanescunt, reliquae 


vero praebebunt 


92 u—amm 7 . 
—[Ie-—ama- 


as (95. qq alo- 0l 
0 fic," -—$ 


Sz (Ig). . 6 —— -* 

i—z' 4e — Y? — gis 
his affines sunt formulae, quae oriuntur ex positione 1 — 7r, ubi 
iterum abeunt alternae sinum u involventes, et remanebunt sequentes 


Oz (Ix Tr* 6 

rcm ma — —60T 
z E) — 6 

iat an 7] YT 


— 8 
ixztns —— Bom . 


$. 48. Hic notatu dignum occurrit, quod valores alterni, 
quos hic omisimus, etiam evanescant posito u —c 7; deinde non 
minus fiotatu dignum est, easdem formulas quoque evanescere 
posito -; — 27, sola prima excepta, quippe quae etiam mon eva- 
mescit posito u.——0; reliquae vero, scilicet tertia, quinta, septi- 
ma etc. certe evanescunt casibus u — 0 et uw —c 7, quin etiam 
"cu — 27. Quod quo clarius appareat, has formulas per factores 
repraesentemus, eritque tertiae valor 

Vol. IV. ! 37 


s 
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-— du (n—w) (2n—u), 


quintae vero valor reperitur 
x. (—u) (2n—w) (471-2 6mu —3uu), 

quod etiam in sequentibus usu venit. In genere autem. obser- 
vari meretur, omnes nostras formulas sola prima*excepta cosdem 
Sortiri valores, sive ponatur u —— 0 sine u — 27, quippe qui- 
bus tam idem sinus quam cosinus respondet. Videtur quidem 
eundem consensum locum habere debere, si ponatür u —— 4*7 et 
u— 6m, verum Illustr. Zernoullius jam luculenter ostendit, an- 
gulum w in his valoribus non ultra quatuor rectos augeri posse. 
Hujusmodi autem anomalia etiam in omnibus vulgaribus seriebus 


quibus arcus exprimuntur Occurrit; atque adeo in Leibniziana, 
inqua est 
uc fang. u zm. (tang. us (tang. u)* (tang. 2)* 
—71. 3 


B cT T —9 7 etc. 
angulum zu non ultra 180 gr. augere licet. Si enim poneremus 
u —1809-- u, foret utique tang. u — tang. u, neque "tamen se- 


ries illa exprimeret arcum 7 - 4 sed tantum arcum u, cujusmodi 
phaenomena etiam in aliis similibus seriebus locum habent. Quod 
autem prima series hinc plerumque excipi debeat, ratio in eo est 
Sita, quod in formula integrali posito u —— 0 denominator fiat 
(1—2. qui casu Z — 1 evanescit, ideoque : formula in infinitum 
excrescit, id quod in sequentibus, quae per /z sunt multiplicatae, 


non amplius evenit, quia i casu z — 1 non amplius fit infi- 


nitus sed tantum —— — 1, et si major potestas logarithmi adsit, 
fit adeo — 0." 


$. 49. Ponamus nunc etiam u — 909, seu u — t, wt 


Sit cos. u — 0 et sin. u — 1, hocque casu omnes formulae ge- 
merales sequentes obtinebunt valores 








* 
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z05 — 
fi zi — — 4 
z^ zo o- 
fi zz 3 7-53 
[ART 1T. 
iTzzs 6 7 090128 
etc. 
$. 60. Consideremus etiam casum u — 60?, sive u — T, 
ut sit cos, u ——j et sin. u — Y8 


et formulae generales perducent 


L4 


ad sequentia integralia 


T [ —u— — 3 


0z (1—22) Tt 
ies Fs .u——iug 
(1223. 5m 
$ «EB 3 —163 
Simili modo si ponamus u — 120? — 7, ut sit cos. u — — j et 


sin. uzzYS sequentes integrationes istis affines prodibunt 


X 
9: EE zz E 


NETS MME T 

í4zT22 x - 
CERMECMNTRRE 

3 JiFsrzs' 3 —92? 


Sicque pro lubitu numerus hujusmodi integrationum specialium au- 
geri poterit. 


$. 51. Quemadmodum istae integrationes memorabiles ex 
priore serie nostra P posito Z ——1 sunt deductae, ita eodem modo 
alteram seriem Q pertractemus. Cum igitur sit — 


Q — sin. u -4- sin. 2u -4- sin. 3u —- sin. Au -- etc, — Pcot. pu, 
si per-— Ou multiplicemus et integremus, reperitur series 
polus E etc, —— 4 — lsin.ju 4- A, 
pro qua constante determinanda ponatur u —— 7, ut sit 
—i-cd—idti—P-i-ee-A 
37* 
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quocirca fit À —— —I2, ita ut habeamus 
P Sem eR p pe etc, Z2 — 12 sin. ju, 
pro quo valore scribamus brevitatis gratia A :u, si quidem eum 
Spectamus tanquam certam ipsius u functionem, ita ut sit P/ZZ A :u. 


$. 62. Multiplicando porro per Ou et integrando, nan- 
Ciscimur hanc seriem , 
Q/ — meet mede p e e dug etc. —JuM: u c4 us 
ubi haec formula integralis ivolvet certam constantem, quam fa- 
£ 


cile definire licet ex casu u —— 0, quia enim series evanescit, fieri 
debet A^: 0 — 0, sicque integratio plene determinatur. 


$- 63. Si eodem modo ulterius progrediamur, multiplicando 
per —OQu, prodibit haec series 


P" —À, £05 e, cos. 2u 


TUE Lem Ee pete. — — fu uA" u. 


Jam ad constantem, quae in hac expressione continetur, definien- 
dam, sit 1^ à — 0, eritque 


Boa gd n eie —A:0. 
Sit 29, u — m, et fiet 
—b5cEk-kUE-—Eee-A^m, 
quibus additis prodit » 
$c gb e ge ete —— A"0 -- Am, 
hacque quatuor sumta erit 
5 T PUE Tat etc, — 44^:0 ab im ——A":0, 
unde oritur ? 
3 A^:10-- AM mzz0; 
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ex qua constans in formulam nostram integralem 
| Aa uzz—Jf0uNu 
ingressa determinari debet. . 4 


$. 64. Multiplicemus denuo per Ou, et integremus, pro». 
dibitque 
QIv— mx LL TRELL m Ter iq porc 5n E: € Sineds | etc, —Jn u A^ ul AN^:u, 
atque haec functio | A :u ita ME "determinari, ut evanescat sum- 
to u — 0, sive ut fiat A/: 0 —— 0. Eodem modo ulterius pro- 
grediendo fiet 


I4 — UA T "Su , cos. qr -ete. ——Jf0uA u zz Ua, 


hujusque functionis indoles sequent modo determinabitur: ponatur 
Scilicet ut hactenus u — 0, et u — m, eritque 


BcotstRL ; ete. — AT: 0, et 

—BitnR-ztE-G enam, 
hinc addendo 

$i asd geo usc ete — AY: 0 2 AT, 
et multiplicando per 16 » 

BB pep ete — 16A: 0-164: 7 25 AP':0, 
sicque fieri debebit ! 

18AT*: 0 7 £6ATY v — 0.etc. 





$- 55. Hinc igitur sequentes adipiscemur integrationes pro 
casu ums 


Ba (eoe ui). —— —^:- 
-—fi 2zcos.u--32 —— a sin juzcA:u 


IL f ——,35»59. — i; — fusuc Y: 


1—22zco.u--zz 


III. —[Ate 9s (cos. u — z). .ga— — foulNu tu 


1—22cos. "ram 
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IV. fi—-jierergzc 00 c2 /OuA uz "n 


3s(cs.u—z) . .(12* —. /IV,y — AIV 
V.—fi7ueebzacto 00-0/0ud uL Nu 


Yo f1iLBAEUe c -JuaVacl Yu 





05. ud-22 120 —7 
etc. etc.. etc. etc. 


Has autem expressiones facile quousque libuerit continuare licet, si 
modo integratio cujusque integralis rite instituatur; conditiones au- 
tem, quas impleri oportet, sequenti modo referri possunt 


34^":0-2-AA":-—0 

1541 :0 2- 16AI m — 0 

63AVE :0-- 644V! :m —0 

265AVII; o -- 266AVII; q — 0 
etc. . etc. 





caeterum quia posteriores integrationes absolvere non licet, hinc 
parum utilitatis exspectare possumus. 


$. 56. Caeterum methodus, qua hic sumus usi, ad con- 
stantes per quarhque integrationem ingressas determinandas, a ce- 
leberrimo Jernoullio primum "est adhibita, atque eo majori atten- 
tione digna est aestimanda, quod ejus ope summationes meae se-. 
rierum reciprocarum potestatum obtineri possunt; quandoquidem 
credideram, eas non sliter nisi ex consideratione infinitorum arcuum, 
qui vel eodem sinu vel cosinu gaudent, demonstràri posse. 


1 
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2) Comparatio valorum formulae integralis 
xP—iüx 
Ya ey 


& termino x — 0 usque ad z — 1 extensae. Nova 
«(cta «cad. Imp. Scient. Petropolitanae.. Tom. P. Pag. 
|86 — i17. ' . 


$. 57. In hac' formula litterae n, p et q perpetuo de- 
signant numeros integros positivos, et pro quolibet numero n bi- 
nis litteris p et g omnes valores tribui concipiuntur, ita ut hinc 
pro quovis numero n innumerae nascantur hujusmodi formulae in- 
tegrales, quarum valores plurimas egregias relationes inter se ser- 
vant; unde si eorüm aliquot fuerint cogniti, reliquae omnes ex iis 
definiri queant. Jam dudum equidem plures hujusmodi relationes 
demonstravi; cum autem hoc argumentum tum temporis neuti- 
quam exhausissem, nunc accuratius in istas relationes inquirere 
constitui, et ejusmodi methodum adhibebo, quae omnes plane hujus 
generis relationes sit exhibitura; his enim inventis innumerabilia 
theoremata condi poterunt, quibus universa analysis non medio- 
criter locupletari erit censenda. ] 


$ $8. Quoniam igitur hoc modo pro: quolibet numero 
n ambae literae p et q infinitos valores recipere possunt, ante 
omnia hic observari convenit, omnes hos innumerabiles casus sem- 
per ad numerum finitum revocari posse. Quantumvis enim magni 
numeri pro litteris p et q  &ccipiantur, eos casus semper ad 
alios reducere licet, im quibus numeri p et q quantitate m futuri 
Sint diminuti. Hoc igitur modo omnes hujusmodi casus tandem 
eo redigi poterunt, ut ambo numeri p et g infra exponentem n 
deprimantur; unde pro quolibet: numero » eos tantum casus con- 
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siderasse sufüclet, quibus litterae p et q minores valores recipiant 
quam n, vel saltem hunc limitem non superent. * Hoc igitur modo 
pro quovis numero z multitudo casumm, qui in computum veniunt, 
et quos inter sé comparari oportet, prorsus erit determinata. 


$- 69. Quemadmodum autem ista reductio litterarum 
p et q ad numeros continuo minores institui debeat, quamquam 
' id satis in, vulgus est notum, tamen ad formulam praesentem 
accommodasse juvabit. Statuatur scilicet" haec formula algebraica 


L4 (1 — a" — Y, eritque 
Iy — pix -A- 1(1—2*), 
hinc differentiando 
9V por  ga""0z —. pÓr— (p-q) z^ 2x 
V7 zx 14—ax^ 77 z (1—2a*) , 
uübi si per V multiplicemus, ac per partes integremus, orietur ista 
aequatio 





n 
Vy zpfa?T!0x (1 —anyu 
q-—u 
— (p-- 4) /xr-! 0x (1—27) * . 
Quoniam igitur quantitas V pro utroque integrationis termino eva- 
- nescit, hinc adipiscimur istam reductionem. 
fap 7192 (4 an) — Dub nya. 
— —pp471(-—ar)v, 
eujus ergo reductionis ope exponens ipsius z continuo quantitate n 
diminui poterit, donec tandem infra n deprimatur. 


$. 60. Deinde formula pro 
QV — pOz—(p--g)z"0x 
v7 ,m(1—2") 
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inventa hoc modo referri poterit 
29V  (p4-g)9z (1—2") — 92x 
Yv— z(1—2z") , 
quae forma per V multiplicata ac denuo per partes integrata dabit 


2 m 
V — (p--q) /?—! 0z (1 —2")s —qfzo—1 0x (1—2") 9 , 
'unde quia posito z — 1 fit V — 0, oritur haec reductio 

7 4 MNA 
fah710z(1—a*)»— pp àz(t—2")a, 

eujus reductionis ope exponens Binomii 1—— x? unitate minuitur, 

sive quod eodem redit, numerus q numero n imminuitur. Tali 

igitur reductione, quoties opus fuerit, repetita, exponens q tandem 

infra n deprimi poterit. 


$. 61. Quoniam igitur pro quovis numero 7i ambos ex- 
ponentes p et q tanquam minores quam 7 spectare licet, formulam 
propositam hoc modo expresssam repraesentemus 


f. agP—iü0x 

yas) 

Hic scilicet pro quovis numero .n sufüciet litteris p et g' omnes 
valores ipso n minores tribuisse, quo pacto multitudo omnium ca- 


suum ad quemlibet exponentem m pertinentium ad numerum satis 


modicum reducetur, qui tamen eo major evadit, quo major fuerit 
exponens m. 





$. 62. Multo magis autem numerus casuum diversorum 
diminuetur, si perpendamus, ambas litteras p et g inter se per- 
mutari posse, ita ut "hujus formulae ' 
xi-iüx , 


ya-m 


Vol. IV. 








38 
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valor ab illo prorsus, non diserepet. ^ Ad quod ostendendum 
ponamus 


zP—!üxm 
BEL 








si scilicet ista formula integralis ab x —— 0 usque ad x — 1 ex- 
tendatur. Jam faciamus 4 — x" — y^, ut formula sit 
: —z. 
$—j——E 
g^-4 


tum vero quia 2^ — 1 — y^, ert. x — (1 —y*, hincque 
ap— 4 —gy, unde differentiando fit 
paria — — p7*9y (1i— y) *, 
quo valore substituto erit 
$c —Jyrtioy (I ^ ys , 


quam formulam ab x —— 0 usque ad z — 1, hoc est ab y — 1 
usque ad j — 0, extendi oportet; permutatis igitur his terminis 


erit 
yy [s (e 
ya -Óy- ad y—1 
Sicque demonstratum est ambas litteras p et q semper inter se esse 
permutabiles. 





$. 63. His praemissis, quo calculos sequentes magis in 
compendium redigere liceat, loco formulae bujus integralis 


zP—!Q9x - x?—!0x 
Ya 2) -/ Va ay? 


4 
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Scribamus huno characterem (p, g), ubi perinde est,.sive p ante 
q, Sive q ante p collocetur; semper autem hic certus exponens 
n subinteliigi debet. Hic autem duo casus prae reliquis. maxime 
memorabiles occurrunt. Prior casus est, quo numerorum p et q 
alteruter ipsi exponenti n est aequalis; si enim fuerit q — n, erit 


ex priore fofmula (p, n) — /xP—! Qàx — 5, sicque perpetuo 
habebimus (p, n) — 5, hincque etiam (n, q) — 1. Alter cá- 


sus notatu dignissimus locum habet, quando p -i- q — n, quo casu 
semper est ' 


9) — A ——L 




















n sin. E n Sin. zt 
Ad hoc ostendendum sit .g — n — p, hincque formula propo- 
02 f ox—0x 2 . 
sita f .—— — ——— , tum ponatur - -— oz, et quia 
VG zy Va — 2n) 
2 E 
x zz o-, ent 8 f zs Ex facta autem po- 
y a— my Z 
[^d 
sitione sequitur x" — 1a hincque 
/ nlz — nlz -— (tz), 
ergo differentiando 
Ox Oz .T^—!üz Oz 
r7 Xm 12-2" 7-7 z(12-2")' 
ia ut jam sit 
-—!0z 


Quia autem sumto z —- 0 fit etiam z — 0, at vero sumto 
z — 1 prodi z —- co, hoc integrale a termino z —— 0 usque 
38* 
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&d 5 — oo eitendi debet. Notum autem est valorem hoc modo 


resultantem esse 





n sin, 7? 
^n 


$. 64. Progrediamur nunc ad ipsum fundamentum, unde 
omnes relationes, quas quaerimus, derivari convenit, et quod re- 
ductioni priori innititur; unde fit 
f. zp-—! ox pog fax"te—t)9x 


Ya-eyc P J"ya-eyct 
ubi loco Ya —2d"Yy*-1 scribamus X, ut sit 
wP—!gr  p--q  fz"tP—9z - 
I f X c» '"J- 3 ' 
hinc jam simili modo, si loco p scribemus n —-p, erit 
u'P5Qrz o n-cp-q o faite x 
————— zc — [| ———— 
ri X. "^ nop X C 
hincque sequitur fore : 
zP—!0x — p--q n--p--qfatr—iom. 
—x —7p cap) X—— 
Quodsi simili modo ulterius. progrediamur, perveniemus ad hanc 
aequationem 


[x LBS n-p-Eq 2n-0poeq f(ayke—t)m 














X p n-cp ^ 2n--p X 
Quare.si hoc modo in infintum progrediamur, habebimus 
f LLBRL4 n-cp-q. 2n-p-q. 

X 7C op | on-p ^ 2n-p 
inJ-p--q a GT) n P193 
Uim-ep X 


^: wbi i denotat numerum infinite magnum. 
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$. 66. Quodsi jam loco p alium quemcunque numerum r, 
pariter ipso n minorem, assumamus, erit simili modo 
ar—-!üx ^ r--q n--r--q 2n--r-4. 








r ^" m--r ^ 2n--r 
in-c-r--q fa tOntr-i9x 
x m3 ——2 
in--r X , 


ubi littera i eundem numerum infinitum designat, ita ut utrinque . 
idem factorum numerus adsit.  Dividamus jam priorem expres- 
sionem per istam, et quoniam extremae formulae integrales, ob 
literas p et r prae (i—-1) nm evanescentes, pro aequalibus inter 
se sunt habendae, facta divisione per singulos factores reperiemus 
hane aequationem 


fzb—i0miX ^ r(p--9)  (na-r) (n--p2-9) » à 

farcióms:X 7 p p(ro)' (n2-p) (n—-r4-4) 
,On-- (2n-i-p--d) (3n4-r) (3n--p4-9) 
* (2n-cp) (2n2-r—-4) ' (8n-cp) (3n rg) 





x etc. 


Restituamus jam loco harum formularum integralium characteres 
ante stabilitos, atque adipiscemur istam relationem notatu dignis- 
simam 


. 9 — ro , (in G-p-r) , Gn-r) 9p ; etc. 
Gd) — pGr-Ea) ' (Gp) Gb r-E 9) Gn-cp) Gur) 


quod productum ex infinitis membris componitur, quorum singula 
sunt fractiones, quarum tam numeratores quam denominatores ex 
binis factoribus constant. Hos factores singulos eodeni numero 
n augeri oportet, dum a quovis membro ad &equens progredimur, 
unde sufficiet solum primum productum nosse, quod ergo ita re- 
praesentabimus 


29. rot9. 
(n — »Ct0 


302 : '" SUPPLEMENTUM V. 


$ 66. Quoniam litterae p et g nobis numeros quasi in- 
definitos significant, utamur litteris alphabeti initiaNbus ad numeros' 
determinatos designandos, eritque eodem modo 

(D) eG) Gb orbe) qr 

(2 6) 77 «(a 5). (n-F2) GiFa F9) 
Hic jam loco « Scribamus & -|- c, et productum infinitum hanc 
jnduet formam 

(25). (ac) (e--2) | (n2) (n--a--D) , M 

Ge — a(are-RB) ^ (nda) (s-ba-Eedó) ^ 1C 
in quo producto ambae litterae 5 et c manifesto permutari pos- 
sunt, . unde dm productum infinitum etiam exprimet valorem 
hujus formae [c a2 3 unde sequitur ista aequalitas maxime me- 
morabilis ots —s fractionibus igitur sublatis habebimus 
istud insigne theorema 

(a, b) (a -- b, c) — (8,6) (a4d- e, D), 
huicque theoremati universa analysis, qua "utemur, erit Super- 
structa. ! 








$. 67. Cum ob rationes supra allegatas numeri p et q 
exponentem 7» superare non debeant, etiam in forma theorematis 
modo allati singuli termini ibi occurrentes, qui sunt a, b, e, 
& 4- b et à --.c, quovis casu exponentem n superare non de- 
bent, sicque nec a -1-5, neque a-j-c major capi poterit quam n. 
Hic autem primo observo litteras 5 et c, inter se inaequales 
statui debere: si enim esset c —^ b, aequalitas in theoremate 
expressa foret identica ; — hanc ob rem perpetuo . assumemus 
b $ c, ite ut maximus terminus in theoremate sit a. -- b, 'quem 
ergo exponentem n quovis casu excedere non oportet, quamobrem 
evolutionem formae generalis in theoremate contentae ita in clas- 
ses distribuamus, quae inter se per maximum valorem termini a-- 5 
distinguantur. Cum igitur mulla litterarum a, b, c nihilo aequa- 
lis sumi queat, ac esse debeat 5 7» c, minimus valor, quem 
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terminus a -1- b recipere potest, erit 3, jn quo ergo primam 
classem constituemus; sequentes vero classes constituentur, dum 
termino a -]- b valores 4, 5, 6, 7, etc. tribuantur. 


L Evolutio classis 
qua a-- b — 8. 


$. 68. Mic ergo necessario erit a — 1, à —22 et.c — 1, 
ita ut hic nulla varietas locum inveniat, unde theorema nostrum 
suppeditat hanc unicam relationem (1, 2) (3, 1) — (1, 1) (2, 2). 
Dummodo igitur exponens n non fuerit minor quam 3, semper, 
haec insignis relatio locum habet '' 





f. ór . f. zzór o ox ), ETE 
-———.f————f——. , 
Va-eny- ) ya-veyco |j yg-eys Jya-aeyÀ- 
quae forma, quia in quolibet charactere terminos inter se permu- 
tare licet, etiam hoc modo repraesentari poterit 





rox . om» — ^ oc . xQcx . 
/ Va any Pere ya- ae J ya-zy- Áo 


IL Evolutio classis 

qua a-- b — 4. ; 
$. 69. Quoniam 5 binario minor esse nequit, hic erit 
vel b — 2, vel b — 3. Sit igitur primo b — 2, eritque a — 2 
et c — f; unde ex nostro theoremate sequitur haec relatio (2, 2) 
(4,1) — (2,1) (3, 2), quae forma manifesto oritur ex classe 
prima, si ibi termini priores cujusque characteris unitate augeantur; 
id quod etiam inde intelligere licet, quod ommes termini priores 
litteram. a :continent, qua unitate aucta processus semper fit ad 

classem sequentem. E 
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$. 70. Deinde vero hic quoque statui potest b — 3, unde 
fit à — 1; at vero littera c jam duos.valores, vel 1, vel 2 sor- 
tiri poterit; priore casu, quo c — 1, prodibit ista aequatio (1,3) 
(4, 1) — (1,1) (2, 3); slter'vero casus, quo c — 2, praebet 
anc aequationem (1,3) (4, 2) — (1,2) (3, 8). Sicque haec 
classis omnino sequentes tres relationes continebit 


19. (2, 2) (4, 10) — (2, 1) (3,2) 
2 (1, 8) (4, 1) — (t, 1) (2,3 
39. (1,8) (4 2) — (1, 2) (3,3). 


HI  Evolutio classis 
qua a -|- b — 5. 

$. 71. In hac igitur classe primo occurrent tres rela- 
tiones praecedentes, si modo termini priores cujusque. .characteris 
unitate augeantur: hinc enim casus exsurgent, quibus est vel 
"b — 2, vel b —— 3. De novo igitur hic accedent casus, qui- 
bus b — 4 et a — 1, ubi ergo erit vel c — 1, vel c — 2, vel 
c — 3, quibus ergo tribus casibus evolutis omnino in hac classe 

sex continebuntur relationes, quae erunt 


19. (8, 2) (5, D (3,1) (4, 2), 
25. (2, 3) (5, Q, 1) (3, 3), 
3?. (2, 3) (5, 2) Q, 2) 4, 3), 
45. (1, 4) (5, 0) 0, 02) Q, 2, 
&?. (4, 4) (6, 3) — (1, 2) (8, 4 
69. (t, 4) (5, 8) — (1t, 3) (4, 4... 








IV. Evolutio classis 
quo a 3- b — 6. 


$. 72.  Hié igitur primum occurrent omnes relationes 
proxime .praecedentes, si modo termini priores cujusque cha- 
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racteris unitate augeantur: hi scilicet nascuntur, 8i fuerit vel 
b — 2, vel b —3, vel à — 4. Praeterea " vero insuper accedent 
casus b — 5 et a — 1, ubi littera c recipere poterit valores 1, 
2, 3, 4, sicque, omnino in hac clasie occurrent decem relationes . 


sequentes 
19. (4, 2) (6, 1 
29. (3, 3) (6, 1 
39. (3, 3) (6, 2 
4^. (2, 4) (6, 1 
6^. (2, 4) (6, 2 
6*. (2, 4) (6, 3 
19. (1, 8) (6, 1 
89. (1, 8) (6, 2) — (t, 2) (8, 5), 
99. (1, 5) a 3) — (1, 3) (& 6. 
109. (1, 8) (6 : 


V. Evolutio classis 
quà a-]-5 — 7. 


$. 73. Hic igitur primo occurrent omnes relationes 
classis IV. postquam scilicet omnes terminos priores singulorum 
characterum unitate auxerimus, quos igitur hie apposuisse. non. erit 
necesie , ac sufficiet eas tantum relationes hic exponere, quae de 
novo áccedunt et ex valore b — 6 oriuntur, existente G —1; ubi 
pro'c sumi poterunt numeri 1, 2, 3, 4, 5, ita ut harum nume- 
rus sit quinque. — Haec ergo relationes sunt ^ 

(1, 6) €, 0D (, 1) (2, 6) 

4, 6) (C, 2) a, 2) (3, 6) 
4, 6) 0, 8) (4, 3) (4, 6) 

G, 6) C, 0, 47 (5, 6) 7 

4,6) 0, 5 (5 5 (0;0. — 

Fol. IF. À 39 


Hn nu 
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VL Evolutio classis 
qua a-pF 5 — 8. 


$. 74. In hac jam classe primo occurrent omnes de- 
cem relationes classis IV., dum scilicet omnes termini priores bina- 
rio augentur; praeterea quoque accedent quinque relationes in ' 
classe Y allatae, dum partes priorés unitate augebuntur; praeter 
has vero de novo accedent 6 sequentes relationds ex valoribus 
G — 1 et b — 7 oriundae, dum litterae c valores 1, 2, 3, 4, b, 
6 ordine tribuuntur, quae ergo erunt 
a, 7) (8, 0D G, 0 Q, 7) 
a, 7) (8, 2 4, 2? (3, D 
a, 7) (8, 39. (4, 3) (4, 7) 
, 7) (5, 4x zc (4, 4 (5, D 
C, 7) (8, 5x z- (4, 5) (6, 7) 
G, 7) (86, 6 22 (4, 6) C1, 7D. 7 


* ! wi Evolutio classis 
qua a4 - 5 —9. 
$. 75. Ut omnes relationes ad hanc classem pertinentes 
adipiscamur, notandum est primo hic occurrere decem relationes 
classis IV, dum partes priores ternario. augentur. Secundo adjici 
oportet quinque relationes in classe V exhibitas, ubi partes priores 
binario augeri debent. Tertio huc referri debent sex relationes 
classis: VI, partes priores unitate augendo. Insuper vero de novo 
accedent septem relationes ex valoribus a — 1 et 5 — 8 natae, 
.dum litterae c tribuuntur ordine valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, T. 
Hae relationes sunt 
«4, 8) (9, 1 — GG, 10) Q, 8) 
(1, 8) C9, 2) — (1, 2) (3, 8) 
4, 8) 9, 8) zc", 3) 4, 8) 


Hu 
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(4, 4) (5, 8) 
(4, 5) (6, 8) 
4, 6) (7, 8) 
4, 7) (8, 8). 


G, 8 (9, 4 
(1, 8) (9, 5) 
4, 8 (9, 6 
..Q, 8) C9, 7) 


M LL UT 


$ 76. Hinc jam ordo progressionis tam clare perspici- 
tur, ut superfluum foret has evolutiones ulterius prosequi; quando- 
quidem ob ingentem multitudinem relationum, quae in sequentibus : 
classibus occurrerent, nimis molestam foret omnes percurrere. 
Quin etiam nostrum institutum vix permittere videtur, ut in nostra 
formula generali exponentem 7» ultra sex vel septem augeamus, si 
quidem omnes relationes ad eum pertinentes enumerare voluerimus. 
Sin autem animus sit aliquas tantum expendere, classes allatae ab- 
unde suffüciunt, dum termini priores cujusque classis quovis gumero 
augebuntur. 


V. 77. His jam classibus expeditis, formulam integralem 


z?-i9zx - 
propositam [vim yc iyc secundum diversos valores exponen- 


tis z pertractemus, dum 'scilicet successive assumemus.'n — 3, 
nzc4, n-—65, etc. et pro quolibet ordine omnes relationes, quae 
in eo occurrere possunt, expendamus.  Evidens autem est, quicun- 
que numerus exponenti n tributaur, formulas «omnium classium in- 
feriorum, in quibus scilicet terminus a -]- 5 non superet n, in usum 
vocari posse. Ex quo intelligitur, si fuerit n —— 3 uhicam relatio- 
nem locum invenire; statim antem ac n magis augetur, numerus 
omnium relationum mox ita increscit, ut nimis molestum foret om- 
nes recensere. — Kos igitur diversos ordines, ex exponente n con- 
stituendos, a primo incipiendo, ordine involvamus. 


39* 
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Ordo L 


quo n—z3 et formula 
z?-!0cx z1—!0x 
(p, 4) — ya-s- —/ya-a»ss 


$. 78. Cum hic sit n — 8, erit (8, 1) — 1; formulae 
autem integrales hujus ordinis erunt tres; scilicet 19. (1, 1), 
29.(1, 2), 39. (2, 2), quarum media, ob 1 -1- 2 — 3, a circulo 
pendet, quae ergo, quia est cognita, ponatur 

7T 27 

a, 2) — $4 dn sys 
Hic igitur tantum classis prima locum habet, quae nobis hanc uni- 
cam aequationem suppeditat A — (1, 1) (2, 2). 


$. 79. Hinc ergo patet, productum ex binis formulis 
transcendentibus (1, 1) et (2, 2) . aequari quantitati circulari 


—5^ ita ut pro ipsis formulis integralibus habeamus hanc 
relationem 


/ya-sy Kt yy 


unde si altera harum-duarum formularum fuerit cognita, etiam va- 
' lor alterius assignari potest, Spectemus ergo priorem quasi nobis 


esset cognita, 'etiamsi sit transcendens, eamque ponamus 


ox 
4, 1) — ya —sy zz, / 
eritque (2, 2)—£. Sicque nihil praeterea in hoc ordine notan- 
dum relinquitur, 
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Ordo IL 
quo n —— 4 et formula , 
x?-iü0z x0—-ióz 


Q, 4) — Fax —yü-—abci 


$. 80. Cum igitur hic sit n — 4, erit (4, 1) — 1 et 
(4, 2) — ji; formulae autem integrales ad hunc ordinem pertinen- 
tes erunt sex sequentes: 19. (1, 1), 29. (1, 2), 89. (14, 3), 
49. (2, 2), 87. (2, 3), 69. (3, 3), inter quas ergo reperiuntur 
duae formulae circulares (1, 3) et (2, 2), quas propterea litteris 
A et B designemus, ponendo 


T 
T lI——LA, et 


T 
Asin. 7 Y 


(2, 2))-— 33m 3x7 
4 


(4, 9)— 





ita ut sit 4 — y 2. 


.$& 81. In hoc ergo ordine sequationes tam primae 
quam secundae classis locum habere possunt; secunda autem clas- 
Sis nobis has tres praebet aequationes 

19. B-(2,1)(5,2), 29. A-(1, 1)(2,3), 39. Az 20, 2)(3,3), 
classis vero prima insuper dat hanc aequationem A (1,2)—(1,1) B, 
sive i—82 quae' autem aequatio jam ex duabus prioribus de- 
ducitur; namque ob (3,2) — (2,3), secunda per primam divisa 
dabit $-—í 2 y 2, ita nt ratio inter has duas formulas sit 
algebraica, quae ergo imprimis notari meretur 


or . EJ E 
Ira: MYa-—s )^Y* 
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$. 82. Jam in hoc ordine, praeter binas formulas circu- ' 

lares, (1, 3) —Aet (2, 2)—— B, tanquam cognitam etiam intro- 
ducamus formulam (1, 2), quae in órdine praecedente erat .circu- 
laris, nunc autem est transcendens, eamque ponamus (4,2) — 
Fri -—P ubi caveatur, me litterae A et P cum iis confun- 
dantur, quibus in formulis praecedentibus sumus usi, id quod etiam 
de ordinibus sequentibus e&t tenendum. His igitur litteris intro- 
ductis aequationes nostrae erunt sequentes tres 


1?, BZP (3, 2), 2. AZ (1, 1) (2, 8), 3?. A—2 P(3,3), 


quandoquidem vidimus, quartam' in praecedentibus jam contineri. 


$. 83. Ope harum trium aequationum ergo ternas foz- 
mulas integrales etiamnunc incognitas per ternas A, B et P, quas 
ut datas spectamus, determinare licebit. Ex prima enim fit (3,2) 
-L— B ex tertia autem fit (3, 3) — i tum vero ex secunda col- 
ligitur (1, 1$) — Gu Cum igitur in hoc ordine omnino 
eint sex formulae integrales, earum ternae per tres reliquas defi- 
"niri possunt, quas determinationes igitur ob oculos posuisse juvabit 

(5 3) AA 

(2, 2)—B—Tt5 A 

— p -— mo. 

(1, 2) —P— Yü-z9 

(4, 2 — 

Q.3— 

(3, 3) — 
Ex postremis ergo erit 

(2, 8):(3, 3) Z2 B:A zy 2:14, 


RECTMTS 
sie T"els 
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ita ut etiam hae duae formulae inter se habeant rationem alge- 
braicam, qua est 


[7 uo —ya pcm 


Aliis. iique ini utpote satis cognitis, hic non immoramur. 


Ordo IIL 


quo n—6 et formula ^ 


)— f; -iüx xf zi-ciQgx — 
eo fy m [rey 
$. 84. Hic igitur ob n — 6 ante ommia erit 


(56, 12) — 1, (5,2) —& (53) — 4. 
formulae autem integrales hujus ordinis erunt hae decem 
19, (4, 1), 29. (1,2), 39. (1, 3), 49. (1, 4), 89. (2, 2), 
69. (2,3), 79. (2, 4), 89. (3, 3), 99. (3, 4), 109. (4, 4), 
' inter quas quarta et sexta sunt circulares, quas ergo ita desig- 
nemus 








7T 
(54)— Sang A et 

T 
(Q.3)— Lux 


Praeterea vero binas formulas, quae in ordine praecedenti erant 
circulares, nunc autem sunt transcendentes, etiam peculiaribus litte- 
ris notemus, scilicet (4, 3) — P et (2,2) — Q. Mox enim pate- 
bit, dummodo etiam istae formulae tanquam cognitae spectentur 
reliquas sex omnes per has quatuor determinari posse. 





i 
| 
! 
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$. 85. Quoniam hic tres classes priores locum habere 
possunt, consideremus. primo aequationes, quas tertia classis suppe- 
ditat, et quae introductis his valoribus erunt — ^ 
19. B — P (4,2), 
. (2, 1) (8. 3), 
39. B—2 Q (4, 3), 
49. A —(1, 1) (2, 4), 
69. 'A — 2 (1, 2) (3, 4), 
69. A — 3 P (4, 4). ' . 
Quas hoc modo succinctius repraesentare licet 

A — (1, 1) (2, 4) — 2 (1, 2) (3, 4) — 3 P (4, 4), 

B— P(4,2)— (2,1)(3$,3) —20(4,3); 
ubi sex occurrunt productà ex binis formulis integralibus, quae 
singula quantitati circulari aequantur, "unde totidem egregia theore- 
matá formari possent, nisi hinc jam clare in oculos incurrerent. 






$. 86. Jam videamus, quot formulas integrales incogni- 
tas ex quatuor cogniis A, B, P et Q definire queamus, at vero 
prima, dat (4, 2) — &. tertia. praebet. (4, 3) — a sexta dat (4, 4) 
hinc autem porro ex quarta deducimus 


— fe AP 
(t, )-—u— L—ua 
ex quinta vero deducimus " 


— A LLAQ 
(52) — mp—^- 
Denique ex secunda elicimus. 
—BB 
(5. 3)— gis 27——2AQ* 
sicque ex his sex aequationibus sex determinationes sumus adepti; 
atque adeo per litteras A, B, P et Q valores omnium reliquarum 
litterarum assignavimus. 
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$. 87. Quoniam igitur hactenus tantum classe tertia 
sumus usi, consideremus etiam aequationes secundae classis," quae 
sunt : : 
19. AQ B(2,4), 
27. AP — B(1, 1), et 
89. P (4,2) — (1, 2) (3, 3); 
verum si hic valores modo inventos substituamus, aequationes mere 
identicae resultant, ita ut hinc nulla nova determinatio sequatur. . 
Idem usu venit ex aequatione primae claséis, quae erat (2, 1) 
(3,1) — (1,1). (2, 2), quae facta substitutione quoque fit iden- 
tica, ita ut duae priores classes nihil novi involvant.^ Neque ta- 
"men hinc concludere licet, etiam in sequentibus ordinibus classes 
praecedentes praetermitti posse, siquidem in ordine sequente statim 
contrarium se manifestabit. i 


£ 88. Cum igitur hic ordo complectatur decem formu- 
las integrales, earum valores per quatuor litteras A, B, P et Q 
ordine ita aspectui exponamus 
19. (1, 1) — "8 
29, 4,2) —*2 
39. (4,8) ——P 
49. (4,4) ZZ A 
59.2, 22—Q 
6?. (2, $) B 
7.0,4 —£$ 
89. (8,3) — 
9*. (0,0 — 
109. (4, 4) — d . 
Fol. IF. , 40 


» 
el 
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^ $. 89. Cum sit 
A — sin.$7 
— —— —2cosim, 
B 7 sind 7T 
tum vero 


cos. 3T — EN erit — * A cstbYs 


ideoque quantitas algebraica. Hinc igitur aliquot paria formularum 
integralium exhiberi poterunt, quae inter se teneant rationem alge- 
braicam; erit 'enim . 


1,1) )—ilvs. (452) ——1--Y5 (543) .1--Y5 (490. 1-45, 
1,3, 73 7(453)— 3 ?(53-— 4 ^(&$2-— 6. 


unde totidem egregia theoremata condi possent, nisi ex his formu- 
lis manifesto elucerent. 





Ordo IV. 


quo n -— 6 et formula 
zf-i0m rz)-ciümr o, 
(9) — Ya 256-34 — JpsL—TIES* 
jüu-—2z55741  Jyt—a55-? 
$ . 90. Quoniam hic est»: —— 6, habebimus ante omnia 
6, 1) — 1, (6,22 b, (6,8) — 4, (6,40 — o 


formularum autem integralium in hoc ordine occurrentium numerus 
est 15, quae sunt . . 


19. (1,1), 29. (1, 2), 39. (1, 8), 49. (1, 4), 8. (4, 5), 

69. (2, 2), 19. (2, 3), 89. (2, 4), 99. (2, 5), 109. (3, 3), 

119. (3, 4), 129. (8, 6), 139. (4, 4); 149. (4, 8), 189. (5, 65; 
inter quas reperiuntur tres circulares, quas singulari modo designe- 
mus, scilicet 


19. (4,65) — 





T 
— t —, 
$5egr 46-5 
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ita ut sit A —2 C. "Praeterea vero ambas formulas, quae in or- 
dine praecedente erant circulares, nunc vero eunt transcendentes, 
statuemus (1, 4) —P et (2, 3) — Q. — His factis denominationibus 
evolvamus decem aequationes classis quartae, quae sunt ^ 
19, B — P (5, 2), 
29. C—(3, 1) (4, 3), ! ; 
8?., c — 2 Q (5, 3), - 
4^. B — (2, 1) (3, 4), 
$9. B— 2 (2, 2) (4, 4), 
. 69. B— 8 Q (6, 4), 
79. A — (4, 1) (5. 2), 
89, A— 2 (1, 2) (3,5), 
99. A— 3 (1, 3) (4, 8), 
109. A — 4 P (5, 5), - 
quas.ita succinetius referre licet —— . 
Az(1,10(5,2):2(1,2)(3,5)23 (1,2) (4, 5) z AP (5,6), 
BzP(5,2)- (2,1) (3, 4)22 (2,2) (4,4)23 Q(4,5), 
C€z(3,1)(5,2) —2 Q (6,3). 


Ecce ergo decem producta ex binis formulis integralibus, 
quorum singula quantitati circulari aequantur. 
$. 91. Cum deinde sit — y 3 etii, tum vero 
: B. 3 "EM : 1 " : 
eüam (-—c 75, plura pária binarum formularum JiQtegralium exhi- 
| 4o* 
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ber possunt, quae inter se teneant rationem algebralcam; erit 
enim 
— —(23-—:092— 093—162 i 
—Y5—69— 69 D s 6.3)" 
— c. — (8) .—(.2) 3 (5 
-; ccu 
—.£ 05.—3(&.59 e 
—y3— 5) — Hm. 
P * Quos am quinque formulas litteris A, B, e 
j 
Peto designata tanquam.cognitas spectemus, videamus, quomodo 


reliquae formulae per eas definire queant. Ac primo quidem per- 
curramus decem aequationes classis quartae supra allatas, quarum 


prima dabit (5,2) —E , tertia dat (5, 3) — i sexta praebet 
(5, DET decima dat (5, 5) —É6. Quodsi jam hos valores 
in reliquis surrogemus, secunda dabit (3, 0—g-— A Septima 
praebet a, 1)z -g-—*. octava dat (1, 2) —— PI 57 


nona dat (3,1) — ss 


3j -—*a » quem valorem etiam secunda 
praebuit Porro vero quarta dat (3, 4) — Tonto At vero 
ex aequatione quinta nullum valorem elicere possumus, quia neque 
formula (2,2) nec (4, 4) etinmnunc constat. Causa est quia duae 
reliquarum. aequationum eandem determinationem produxerunt. 

$. 93. Coacü igitur sumus, ad aequationes praecedentium 
classium confugere, atque adeo ex prima classe 


(4, 2) (3, 19 2 (4, 19 (2, 2) 


statim colligimus : . 
— (42) (3, 2—4 
G, 20 662—582. 


qui valor in quinta aequatione substitutus euppeditat postremam 
aequationem, nempe 


B .. BCP 
(000:2— ji, 3-—iigo 
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Omnes igitur hos valores hic ordine referemus 
AP, 





15 0, 0 — 9. ,5—E 

22, a,2—5. ,109. (3,3) —€. 

39, (4,35 — A. 119. (3, im: 

49, (4,4) —P. c 129. (3,65) — —1 

8^. (4, 8) — A. 139. (4, 4) — AE 

69. (2, 2) — 499, $29 
, CP J 149. (4, Di 


* 19. (2,3) —Q. 
89. (2, 4) —— B. 


$. 94. Cum autem in hoc ordine etiam aequationes ' tam 
classis secundae quam tertiae valere debeant, videamus utrum va- 
lores inventi his classibus conveniant, an vero forte novam deter- 


159. (5,6) — dy 


minationem suppeditent? Facta autem substitutione in tribus aequa- . 


tionibus secundae classis, ad identitatem pervenitur, quod idem 
quoque in aequationibus tertiae classis contingere debet, id quod 
' evolveni mox patebit. — Unde memorabile est omnes aequationes 
. in quatuor primis classibus contentas, quarum numerus est 20, 
tantum decém determinatjones in se complecti. ! 


Ordo V. 


quo n—7 et formula 


z?—!0z " gii 
27 [ya m ya oe 
$. 95. Quia hic n — 7, ente omnia habebimus valores 
absolutos. (7, 1) — 1, (7,2) b (5,8) — b, (I, 3—e 


(7,6)-—j; deinde inter formulas integrales hujus ordinis imprimis 
; z 


"^ 


- 
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motari debent eirculares, quas hoc modo designemus ^ 
— TA, 


(66 — Tur 

T 
(5 5)— zr 
N ? 


T7 — 
GO — uie C 


Praeterea vero peculiaribus litteris notentur eae formulae, quae in 
ordine praecedenti erant circulares, hic autem valores transcenden- 
tes sortiuntur, qui sint (1, 8) —P, (2, 4) Zz Q, et (3, 3) ——R 
per has enim sex litteras videbimus .omnes reliquas fórmulas hujus 
ordinis determinari posse. ) 


$. 96. Quoniam supra non omnes aequationes quintae 
classis expressimus, eas hic conjunctim. exhibeamus, et ad nostrum 
casum accommodemus ' 


P. 4,00,020,00,0|A—5 (0, 00,0, 


JI. (4,6) (7,2) — (1,2) (8, 6) 


* (1,6) €7, 3) (1,3) (4, 6) 


(4, 6) CT, 4) — (4,4) (5, 6) 


- (56)0, 8) — (1, 6)(6,6) 
- (2,8) (7, 1) — (2, 0 (8, 6) 


(2,5) (1, 22 2 (2, 22 4, 5) 


- (2, 5) (7, 3) — (2,3) (5, 5) 
- (2,8) C1, 4) (2, 4) (6, 5) 
- (5,9 (0, 1) — (3, 0 (4,4) 
- (9, 4) (7, 2) —— (3, 2) (5, 4) 
- (3,4) (7, 89) (3, 8) (6, 4) 
- (4,3) (7, 19 (4, 10 05,3) 
- (4,3) (7,2) 2 (4, 2) (6, 3) 
- 6,2) (7, 1) — (65, 10(6, 2) 


A —2(1,2) (3,6), 
A—:3(1, 3) (4,6), 
AZZzA(1,4)(5,6), 
A-5 P (6,6), 
B-— (Q2,0)(85,5, 
B-2(2,2)(45), 
B-3(2,3)(5,5), 
B—4 Q (6,5), 
Cz (3,0(,4, 
C—2(8, 2)(5, 4), 
C-—3 R (6,2, 
Cz (4, 10(5,9), 
2 Q (6,8), 
B-— P )(6,2). 
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Hic igitur habemus quina producta formulae A aequalia, totidem- 
que formulis B et C aequalia. 

$. 97. Omnino autem in hoc ordine occurrunt 21 for- 
mulae integrales, ex quibus sex litteris A, B, C, P, Q et R desig- 
navimus, per quas igitur reliquas: quindecim formulas integrales de- 
finiri oportet, quae sunt: 19. (1, 1), 29. (1, 2), 39. (1,3), 4?.(2,2), 
89. (1, 4), 69. (2, 3), 19. (2, 6), 89. (3,5), 99. (4, 4), 109. (3,6), 
119.(4, 5); 129. (4, 6); 139. (5, 5), 149. (5,6), 159. (6,6). 

$. 98. Videamus igitur, quot harum formularum ex. su- 
perioribus quindecim aequationibus determinare liceat, ac primo 
quidem ex aequktionibus V, IX, XIL, XIV et XV, immediate dedu- 
asl sequentes formulae (6, 6—4& , (6, $—4 (6, 4)— 
«D (6, 8) — (6, 2) — 5. His. jam inventis ex aequatio- 
ibus L, IL, III et m. ierivmus has formulas (1,1) —-* 


a, ,20)—48, (4,3) — $2 c 0, 4) —4S. Ex hie v.ro valoribus 


per aequationes VI, X et XIII, colligimus (3, 5-—ES (4, 4) 


L— ie et (5,3) — ko ubi notasse juvabit eurfdem valorem pro 
(5,3) prodiisse ex aequationibus VI, et XIII. Ex reliquis autem 
sequationibus VIT, VIII et IX, nihil concludere licet, unde istae 
quatuor formulae (2, 2), (2, 3), (5, 4), et (5, 5), nobia etiamnunc 
manent incognitae. 

. & 99. Recurrere ergo coacti sumus ad aequationes prae- 
cedentium classium, quippe quae aeque ad nostrum ordinem perti- 
nent atque aequationes classis quintae; hanc ob rem: simili modo ae- 
quationes classis quartae hic opponamus et, ad nostrum casum appli- 
cemus: t 


320 SUPPLEMENTUM V. 


P. (1,5)(6,2)—(41)(2,5) |PA — —(41)B 
IP. (4,5)(6,2)— (1,2) (3,5) | P (6,2) —(5,2)(3, 5) 
IP. (1,5)(6,2) — (1,3) (4,8) | P(6, 3) —(1,8)(4 5) 
IV?. (4, 5)(6, 4) — (1, 4)(6, 5) | P C6, 4) —U4, 4) (5, 6) 
V9. (2, 4)(6,1)—(2.1)(3554) |QA. —(2.1)C 
VP. (2, 4)(6,2) — (2,2) (4,4) | Q(6, 2) —(2,2)(4,4) 
VII. (2, 4)(6, 3)— (2,8) (5; 4) | Q(6,3) —(2.3) (5. 4) 
VIIP. (3, 3)(6,1)— (3,1)(4,3) RA" —(3.1)C 
IX*. (3, 3)(6,2) — (3,2) (5,3) | R (6, 2) — (3.2) (5, 3) 
X*. (4,2)(6,1) (4 1)(5,.2) | QA —- 0B. - 


$. 100. Ex aequationibus I, V, VIII, et X immediete 

" — PA —Q9A AR 

- concludimus has formulas (1, 4) — "g^, (2,1) — 5. (3, ))—'tv. 
(4 20-5, quos autem valores jam ante adepti sumus. —BSe- 
, eunda aequatio, si formulae jam inventae substituantur, praebet ae- 
quationem identicam. — Ex tertia autem poterimus definire formulam 
(4, 8), eujus valor hinc colligitur (4, 5) — Qa Simili modo 


ex IV elicimus (5, 5) — jon Porro ex aequatione VI conclu- 


dimus fore (2,2) — "Gc y. — Deinde septima &equatio dat (2, 3) 
EE z. Nona vero aequatio etiam praebet (3, 2)— ^8. Sic- 
que omnes quindecim formulas incognitas determinavimus per sex 


. litteras cognitas A, B, C, P, Q et R. 








$. 101. Valores igitur omnium formularum hujus ordinis 
hic aspectui conjunctim exponamus 


(6) 
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—AI B à 
(1,6) — AT o, Do (t, 0 — "E, 5 do (2,3) zz! 


,BD)B 
Q5) (6, 9 —g (t. 2)— ^24, 0 Sid, 9 —425x 


(3,4)—C : 

(6) P |^ Ds 2-—u (6,5) — ek 
A 

G, 529 9t, DEDE 2,2) — 


G, (9) —R (6, 6-s 


[t 102: Quoniam autem aequationes primae, secundae 
ac tertiae classis etiam in hoc ordine valent, si in iis valores hic 
inventos substituamus , perpetuo in aequationes identicas incide- 
mus. [ta cum aequatio primae. classis sit (1, 2) (3, 1) — (1,1) 
(2, 2), facta substiutione reperictur (1, 2) (3, 1) — ELM at 
vero (1, 1) (2, 2) fit — AABE, haecque identitas etiam depre- 
hendetur, 'in tribus aequationibus secundae classis, atque etiam in 
sex aequationibus tertiae classis, quemadmodum calculum ' insti- 


tuenti mox patebit. 


$ 103. Simili modo haud difücile erit hanc investiga- 
iionem' ad ordines superiores extendere, neque amen legem ob- 
servare licet, secundum quam determinationes singularum formu- 
larum cujusque ordinis progrediuntur. Interim tamén observasse 
juvabit, in ordine sequente sexto, ubi m — 8 et formulae occur- 
runt 28, eas omnes primo per quatuor formulas circulares 
(1, 7) — A, (2, 6) — B, (3, 5) — C, (4, 4) — D, praete- 
rea vero per has tres transcendentes (1, 6) — P, (2, 5) — p, 
et (3, 4) — R, determinari posse. Cum igitur quovis ordine 
determinatio singularum  formularum ,' praeter formulas circula- 
res, quae utique pro cognitis haberi possunt, etiam aliquot for- 
mulas transcendentes postulet, si. saltem valores harum formu- 
larum vero proxime cognoscere voluerimus, methodus adhuc 


Vol. IV... 41 
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desideratur, istos valores proxime, velati in fractionibus decima- 


'fibus, defniendi. Talem igitur methodum hic coronidis loco 


subjungemus. 


Problema. 
Proposita formula. integrali cujusque ordinis 
xP—!0zr 


"— [ye 


, 


' a termino x — 0 usque ad z — 1 extendenda, investigare se 


riem. convergentem, quae istum. valorem S exprimat. 


Solutio. ; 
$. 104. Cum ác [ 
24 exo 
: —a—2e)-m, 
ya — zy-* 





"facta evolutione hujus potestatis binomii more solito, reperietur 


? 
Vae 





— n-—Qq ne $n— 
ma M ans rm um 
1—4 .91—2., $n—4 
tX L1 C£» ^ $8 2^ -k- etc. 
Si haec series ducatur in x?—!0z et integretur; prodibit 
X^ n—qg xtPon-—q 2n—q4 zi? 





$——-- . Mc a 
l2 pP n n-e-p n 2n 2n«p 
n— 2n— 3n— ab 
*ETS I3, I—1, -1- etc. 





n ' 2n 3n Sn-«p 


quae series jam evanescit posito x20; unde si ponamus z—1, 
valor quaesitus nostrae formuláe fiet 
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— - 1^ Seq n—dq 1 
$—pLTU un EU Eg 


*—4q $)1—9g Sn—g 1 
cT7MUUm tU taepp t 6 








$. 105. Verum ista series, quicunque numeri pro litte- 
ris n, p et q accipiantur, nimis lente convergit, quam ut ex ea 
valores ipsius S saltem ad tres quatuorve figuras decjmales sa- 
tis exacte definiri queant; quamobrem aliam evolutionem institui 
conveniet, dum scilicet valorem quaesitum in duas partes resol- 
vemus. Statuamus igitur | 


K aP-10m [s z 2H cra 
Sanyo ad a» |— 


f xP—iàgx [5 ci] —o N 
Ya—ey- ad y-cií| ^ 
atque evidens est fore 8 — P -- Q. Nunc autem tam pro P 


quam pro' Q haud diíüculter series satis convergentes exhiberi 
poterunt, 


$ .106.. Quod primum ad valorem P attinet, eum ex 


valore generali, quem -supra pro $ invenimus, facile derivabimus 


; : " 1 
ponendo x^ — j, ita ut sit zc — /j et a? — Vae quo facto 


pro P obtinebimus hanc seriem 








mE íi, n—q4 1 n-—q 2n—g r 
DTCVTMp o 2n /^n-—p zn ^ 4n ^;2n-4o4 
n—q 2n—g 3n—g 1 
- € —— 4 *L—— 2 
2n 4n . 6n $n--p * ee) 


In qua serie singuli termini plus quam jn ratione dupla. decres- 
41* 
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cunt; ita ut verbi gratia terminus decimus jam multo minor 
futurus sit quam ;d;, unde si ad partes millionesimas certi esse 
velimus, sufüceret calculum nequidem ad vigesimum ^ usque ter- 
minum extendere. . 


$. 107. Cum deinde posuerimus 


zP—tm ab x'—1| 
CJ ya —any ad x —1 
. p—i . . 
statuamus .4 — x^ — y*, ut sit Q— ram tum vero erit 
x" — 1 — y^, ideoque x? — y (1— y")?, unde differentiando 
colligitur 
; . pa 
aPp—iüx — — y"—iQ0y (1i— y) *, 
quo valore substituto erit 
- —a[ab y^ —1 
Q——/y yp yx [5s y —ol 
Quando enim fit z*-—j, tum etiam erit y" — 1, at facto z —1, 
manifesto fit y — 0; quare si termünos integrationis permutemus, 
etinm signum ipsius formulae immutari debet, sicque fiet 


Q—Jyiioy(I— v) "[5 en MI 


$. 108. Haec autem formula pro Q inventa omnino 
similis est.ilii, quam pro P invenimus, hoc tantum discrimine, 


quod litterae p et q inter se sunt permutatae; quocirca, si in- 
tegratio per Seriem instituatur, proveniet sequens 
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Qd. 1 | n—p 1 n—p 2n—p 1 
Co yB Mq " 2n n--q 2n 4n 2n--q 


uC "o n—p 2n—p 3n— 0 . 
, -- p . - P . n .o———— -Letc. ], 
2n án 6n 3n--9 
quae series aeque converget, ac praecedens pro P inventa. His 


autem duabus seriebus ad calculum revocstis semper erit valor 
quaesitus S — P —- Q. 








Corollarium t£. 


$. 109. Iste calculus plurimum contrahetur iis casibus, 
quibus est p — q, tum enim fiet P — Q, hisque casibus quibus 


- anim oi 
L— :» Valor istius formulae ab z — 0 ad z——1 
PA 1—z")-b . 
extensae erit 


2 1 n—p | 14 n—, 2n— 1 
$-—ui— p P — -r P . p Q— 
y?^^p . 280 n-rp 2n An 2n--p 


—p  2n— - 4 
RP mp, e). 














2n 4n 6n 3n 4-p 


Corollarium 2. 


$. 110. Quoniam igitur in singulis ordinibus nonnullae 
hujusmodi formulae (p, p) occurrunt, statim atque valores aliquot 
hujusmodi formularum fuerint ad  calenlum decimalem revocati, 
quoniam formulae circulares per se sunt notae, ex iis valores 
omnium reliquarum formularum ejusdem ordinis assignare licebit. 
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Exemplum. 


$. 111. Proposita sit formula ordinis primi, ubi p Z4 — 2 


zz 
L— . Series igitur pro S inventa erit 
ya—ay URS 


sy? dtbédtbàdeh 
dbi Recte) 


Subducta autem calculo reperitur ; 
8— 0,543256 x'/2 — 0, 68445, 

qui .ergo est valor formulae (2, 2) in ordine M $. 22. ubi 
invenimus Q, 2)-— t ; ia ut jam sit P — — e» Est vero 
A-WA— 1, 209018, hinc erit P — 2,226582 — (1, 1): unde 
in fractionibus decimalibus ternae formulae ordinis primi erunt 
(1, 1) — 2, 22582, (1, 2) — 1,20918, (2, 2) — 0,68445. 
Hocque modo etiam. omnes formulas sequentium ordinum evolvere 
licebit. 


V t. 
3) Additamentum ad Dissertationem praecedentem, 
de valoribus formulae integralis ! 


x7iox 
ya-ey 





, 


&b x0 ad r-—ci extensae. Nova 4cta 4cad. Imp. 
Scient. Petropolitanae. Tom. P. Pag. 118 — 129. 
» 


$. 112. Si methodum in praecedente dissertatione tra- 
ditam ad altiores ordines quam m — 7 transferre vellemus, ob 


n 
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ingentem — aequationum — considerandarum — numerum labor fieret 
nimis molestus. Quoniam autem vidimus, non omnes istas aequa- 
tiones concurrere ad valores singularum formularum determi- 
nandos, opus mon mediocriter sublevabitur, si quovis. casu eas 
tantum aequationes in computum ducamus, quae immediate ad 
determinationes formularum perducant, quemadmodum hic pro casu 
n — 10 sum ostensurüs. 


: Determinatio 
harum formularum pro casu n — 10, ubi formula 


g?—0r z1-!gz 


6.0— [yate 7 Jaco 


$. 113. Hoc casu ergo formulae valorem absolutum 
recipientes sunt. (10, 1) — 1, (10, 2) — à, (10, 3) — j et in 
genere (10, d) — 1. Deinde omnes formulae, in quibus est 
|po-$4-10,a circulo pendent, ideoque pro cognitis haberi pos- 
sunt, quas ergo proprüs litteris designemus 








0 — LER —a 6 0— rasgs -—D, 
(2,8) —üGg —B5|G»5-ui O6 
OD pz —6|e2»-uzg P ] 
d, 9— E —-D»[|o 0— ar A, 
(6,5) —— B — — E, ] | 


10sin.i — 
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$ 114, Per has autem formulas circulares reliquas in 
forma generali contentas neutiquam determinare licet; sed in- 
super aliquot formulas transcendentes in subsidium vocari opor- 
tet, ex quibus cum: cireularibus illis conjunctis reliquarum. omnium 
valores assignare licebit, ^ Nostro autem casu, quo m — 10, 
sequentes formulas tanquam cognitas spectari conveniet, quae in 
.Ordine praecedenti, ubi n — 9, erant circulares, nunc autemi in 
ordinem transcendentium transeunt. ^ Eas igitur sequenti modo 
designemus . 

(1, 8) — P, (2, 7) — Q, (3, 6 — R, (4,5) — 8, 

(5, 4) — 8, (6,3) — R, (7,2) — Q, (8, 1) — P. 
Scilicet si valores harum litterarum "quoque tanquam cognitos 
spectemus, per eos cum circulbribus junctos reliquas formulas 
omnes in hoc ordine contentas determinare poterimus. Cum 
igitur numerus omnium formularum integralium in hoc ;ordine 
n-c-10 contentarum sit 45,' ex iig autem novem ut cognitae, 
spectentur, reliquae 36 per has litteras majusculas determinari 
debebunt. 2e 

$. 116. Istas autem determinationes ex aequatdone ge- 
nersli supra demonstrata peti oportet, quae hac forma cóhtinetur 

(a, P) (a2 & c) — (ac) (a -- 5 8 
ubi assumere licebit, semper esse b 7 c, quoniam, si foret c — 5, 
aequatio foret identica. Primo igitur ut hinc aequationes, quae 
immediate —determinationes praebeant , nanciscamur , sumamus 
G--b — 10, ut sit (10, c) — 3; tum vero capiatur c — b — 1, 
quo facto pro a. ordine scribendo numeros 1, 2, 3, etc. sequen- 
tes prodibunt determinationes 


(1,9) (10,8) — (1,8) (9. 9), sive | 
(9.9) —3- 
(2, 8) (10, 7) —— (2, ?) (9. 8), sive 4B — Q9, 8), ergo 
(9.8) d | 








A — P(9, 9), ergo 
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(5, 2? (1,6) — - (5.6) (9; 7), sive POCR(9) emo — 
(9,7) — |: 
a, 6) (10, 5) — (4,5) (9, 6), sive j D — 8 (s, 6), ergo 
(9,6) — $- 
(5. 5) (10, 4) — (5, 4) (s, 5), sive iE (9. 5), ergo 
(9,5) — E. 
(6. 4) (10,3) — (6, 3) (9, 4), sive jD—R(9, (A ergo 
(» 4) s d. 
(1,3) (10,2) — (1,2) 3) sive 10 Q (9,3), ergo 
(9,3) — $ 
(8,2) (10, 1) — (8,1) (9,2) sive B POP. 2), ergo 
(24 
In 116. Ex formulis igitur incognitis illis numero 36 
jam octo determinavimus, quae nobis viam sternent ad novas de- 
terminationes, quas primo derivabimus ex aequatione generali su. 
mendo a — 1, b — 9, et Pro c scribendo ordine numeros 
1,2, 3... ... 8, unde calculus ita se habebit 
(5,9) (40, 1) — (1,0 (2, 9 Ac (1, Dp ergo (1, t) — AP 
(1, 9) (10, 2) — (1, 2) (8, 9) jA-(, (Dy ergo (t, 2)— Es 
(1,9) (406,3) — (1,35 (4,9 | 414 — (4 S gg ergo a, $)— 4 
(69 (0,0 — (54) 66,9) | HA (1, E, ergo (1, PEE? 
C1, 9) (10, 5) — (1, 5) (6, 9) iA-—«(4, 5) i eec, 5-—HS5 
4,9 00,60-—(,6(0,60 | 14—àa, 9 gi, ergo (t, o—T 
(1,95 (160, 7) — (1,7) (8, 9. | 3A — (1, m ergo(1, 7) — 
(1, 9) (10, 8) — (1, 8) (9,9) j^-—(u,9 xs ergo (1, 8)— 
hocque m septem novas determinationes sumus adepti, 
Vol. . 42 


Ey 
AP 
7X 


G4, D (8,6) —— (4,6) (1,7) is om^ [DERI 
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f. £17. His autem  inventie eonsideremus aequattones 
ex valoibs a — 4, B—8& €—4,2, T 
ortas, eritque - . 
Q4, 0 (G8) | AP—«(t, 05 Identica. 


(1,8) (9, 1) — 

(4,8) (9,2 — (1,2) ($8| . -—(8, 8)^2 9| (a, 8 —x 
(1,8) (9,3) — (5, 9 (48) $97 8) 42 A|(4, 8) — pn 
(1,8) (9, 4y — (1,4) (5.8) B. 8) 45 5|t5,8) — ME 
(1,8) (9,5) — €t, 5). C6, 8) is P — (6,8) 55. is (6, 8) — mt 
(4,8) (9,6) — (1,6) €,8 &-0 s) ^E Aie 0 -— E 
(1,8) (9, T) — 4.D ($8 &-—(& 5) ^ 9 (8,8) — EA 


& t&S. Novas determinationes reperiemus — ponendo. . 
acu b6—7,c0-53,4,5 6; hine enim nanciscimur se- 
quentes. determinationes . 

4,7) (9 — (0,9 4,0] € —(Gn bi 4 Dn-—SE 
(&, D (8,4) 2 (5 0 €6,7D | x — O5 D^ G, p obee 


' — . y. | DEP. DDEP 
€t, D (8,8) — (58) (7D | due m 65D p | D— Pee 


EPQ CDEP 


& £19. Sumamus nunc & — 5 b-—6,c-2A5 
eritque ! 


4,6 (0,4 — (5 6,0 p eg 6,6» — 3 
(4,6) €1,5) — (5,5) (06,6 | fas — (69 p | (60) — 








Hactenus igitur omnes formulas (p, q). determinavimus, in qui- 
bus p -2- g 2» 10. Ex reliqnis autem, ubi p--q7»9, jam nacti 
sumus ietas 
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^0 0 9 0:2) (03) 029 (05,5) 06) (5 7) 


$ta ut adhuc determinandae relinquantur istae 


(2. 2). (2, 3), (2, 4), (2, 8), (2, 6), 
(3. 8). (3 4), (5 


(4, 4). 


$. 120. Pro his inveniendis sumamus a — 1 et c — 1, 
pro b autem ordine capiamus numeros 2, 3, etc. atque conse- 
quemur has aequationes o. 

— AQR - —A 
(1,2) ($1) — (1.5) (2,214 oim 2) 4 | (2,2) — "B8 

— AA R — AB 
(5,9) (0) — (0 Q2) | 5 — (9) 4* | (2,3) — 2 


2054) (1) — 00 (4) s —Qus * (2,4) — "pp 


(48) (64) — (451) (2,5) MM (s, 5) ^ | (2,5) — ^28 


(59) Q4) — (,0 (6,9 | S — G8) € | G, 6) tet 


Sicque etiamnunc determimandae restant formulae (3, 3), (3, 4), 
(3,8) et (4, 4). 
$ 121. Pro his sumatur a — 1, c — 2, et b — 3, 4, 
$, etc. tum enim prodibunt hae aequationes 
(1,3) (4,2) — (1,2) (9. 3) ["opge - (93) ^c | (9. 3) — opes 
: ;N | AABRSS AQ ABRSS 
(1,4) (52) — (1,2) (3,4) "inge. - (954) ^e (9. 4) — ong 
(14,5) (6,2) — (1,2) (3,5) i^e 7 (55) e (5) — e 
, " Lm , , - V» 9) —"pr 
Unica ergo formula restat determinanda, scilicet (4, 4), quae ex 
hac aequatione (1, 4) MZ 3) — (1, 3) (4, 4) defnietur; erit 
m ANS —(4 4i ; ideoque (4, 4) — iv. 


42* 
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$. 122. Ut nunc omnes has detérminationes * simul 
aspeetui exponamus, quoniam ih hoc ordine n — 10 omnino 45 
formulae integrales occurrunt, si ex iis ut cognitae spectentur 
novem sequentes 
(1, 9) — A, (2,8) — B, (3, 7)-c6, (4, Q-DP (5,5) E, 
(1 8) — P, (2,7) —Q. (35, $)—R, (4,5) — 
reliquae triginta sex ex his sequenü modo p 


1. (9,9) — À 19. (2,6) — 488 


1 












$P 
2. (58)— 4 20. (3, 5) — 4S 
s 8$ (57)—£6& | t. (4 2-45 

4. (9,6) — 3 pa 
5. (9,5) — ig —B2R 
6. (95,4) — A PN 
T(52—4 bb 
8. (9, 2) — 3- —M 

ABOR 





9. (1, )— 4 27. (2,2) —* 














CDP 
10, (1,2) —3& | 28. (2,3) — 485 
7od1. (58) — A3. | 29. (2, 4) — ABS 
12. (4,4) — 49. |. 30. (2,8) — A885 
odas (55)—4 31. (5, 7).— zanns 
14 (66) — 3 | osx (o6) — DDR 
18 (50 — S. [sss (o4) ABE 
16. (5,5) — i$ | 34. (6,7) —2DETR 
£1O(4T)— RR | 35. (n7) — DER. 
18: (6,6) — DE 36. (3, » — BDERS. 
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$. 123. Eadem methodo, qua hic usi sumus pro cesu 
n — 10, haud difficile erit ordines altiores evolvere; neque tamem 
hine adhuc elucet, quanam lege omnes determinationes progre- 
diantur, quandoquidem valores certarum formularum continuo ma» 
gis evadunt complicati. Ceterum valores, quos bie invenimus, 
omnibus aequatonibus in forma generali 

(4,9) (a «- 9) — (9) (a-- 49) 
contentis satisfacere deprehenduntur, ita ut, perpetuo aequatio 
identica resulte, neque idcirco inde wlla nova relatio imter litte» 
ras nostras majusculas deduci queat. "Tandem prebe hic notassg 
juvabit, quod in omnibus ordinibus, praeter formulas a circulo 
pendentes, commodissime eae formulae, quae in ordine pro- 
xime praecedente erant circulares, hic etiam tanquam cognitae 
accipi queant, quippe quibus dolermisationes omnes optimo 
successu perfici possunt. 


Methodus generalis determinandi valores 
formulae 


zfíüm z4—iüx | 
(2 -fyü—im amici - A 


8 termino z—0 usque sd X — 1 extenso: ubi praeter 
formulas circulum involventes, in quibus eat p--q—n, 
etiam illae pro cognitis accipiuntur, in quibus est 
poq4-—n-—aA- 


IL Cum aequatio genexalis onde omnes hae determina- 
: tinea. ,Sunt petendae, , sit 


(a, b) (a-- 5, c) — (a.v) ( xo» 
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sumatur primo Gà —— n—— x, ba, £t c — & —1, eritque 
aequatio I 

(n —«, à) (5«—1) —5 (n—a, a— 1) (n— 1,2), 
ubi est (n, &—1)— zi; In primo autem factore, ob p —n—« 
et q — a, est p -i- q — n, ideoque datur. In tertio porro fac- 
tore, ubi p — n —a et q— 4 —1, eet p-i- 4 — & —1, ideeque 
paritr datur. Hine ergo colligimus 
I Tem. 
4—1 (n—o,a—1)? 
Ubi esse debet a $- 1, ita ut pro a accipi queant omnes numeri 
& 2 usque ad m —1; at vero casu aq —1 valor formulae per 
se est notus. 





(n—1,2) — 


IL In aequatione generali jam sumatur a — f, b—n 
— (8 —4, et c—— 1, eritque nostra aequatio 


(B, n—8—1) (n— 1,5) — (B1) (B t, n—8— 1), 
ex qua aequatione colligitur 


— (B.n—8—1) (—1,1) 
(B,1) — Q&aB—»5 , 


ubi esse debet (3-2 n— 1, ita ut hinc omnes formulae ((2,1) de- 
finiantur, a valore ( — 1 usque ad (3 — n —1i, quo posteriore 
easu formula (n — 1,1) per se cognoscitur. 





IH. Ut hinc etiam alias formas eliciamus, sumamus q —1, 
b —n-—2, c —'y, ut oriatur haec aequatio 
,n—2) (n —1,y) — (15,3) (y, n—2)». 
ubi primus factor ac tertius dantur: per N?. IL. secundus vero 
per N?, L unde quartus derivatur, scilicet 
. (4-7 y, n—2) LceeOBBw, 
ubi valores ipsius 1-|-^/ a 2 usque ad 7» — 2 awgeri possunt. 
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€um igitur per N^. I. sit 
(n—1,y) — ut. EM, 


tum vero per N?. II. fit 


— (n-—Y—1)0q—5:1) ^ 
Q.D — TE, 


his valoribus subetitutis flet 


, (n2) (aà—v, Y) 3» t. Nye), 
(n—2,1--*y) — c 'e-yv-o (Yin—Y—1) (5—1,1) 


IV. Sumsmus mme & — £,b — m —3, €— 3, pro- 
dibitqne liaec: aequatio: ' 

G,n—3) 0—2,9) — (1,9 (7-5 n— 3». 
wnde colligitur 


(v— 3, £-- à) — p-e loce», 


ubí ergo £-- 9 contínet mumeros 2, 3, 4 . . . An— 4, 

ita ut hinc excludatur m — 3, f, quaé autem per NÓ. I. datur. - 
At si valores ante reperti substituantur, flet 

eere gh CoL CE tt testen, 

unde patet esse debere ÀJ 2- 2, eodemque modo pró praece- 

dente. formula t 7 1, it& ut hic excludantur caeus (m — 3, 1), 

(n— 3,2), qnorum; quidem prior per N?. Í. datur, alter, vero 

per se . 





Y. Stetüamus nume a — 1, 5 — nod et c— e, pro- 
dibitque haec aequatío 

(,n— 4) (1—3,2 — (0,0 G--86 n 4, 
unde concluditur 


(n— 4, t-- ) — e 6-R0 


ubi si loeo Q— 3,5) valor ante inveatus. substitueretur, facter 
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absolutus ingrederetur m ita ut esse debeat e 7.3, ideoque . 
1--:2» 4, unde hic excluduntur casus (m— 4, 1), (n—4, 2), 
(n — 4, 3), quorum quidem primus ex N^. IL. terius autem pe 
$e datur, medius vero revera manet incognitus. - ] 


VL  Statuamus porro a — 1, & — n—.6, ecc, et 
aequatio erit ! . 


(1,5—5) (n—4,2) — (52) (12-4, n— 5), 


: unde fit . 

(n—5, 1) ehe, 
ubi ob formulam (n— 4,4) debet esse Z 7 4, ideoque 12-4 5, 
unde hinc excluduntur "casus (n — 5, 13, (n—5, 2), (n — 5,8), 
(n—5, 4), quorum quidem primus ex N?. IL constat, quartus 
vero per se datur, ita ut hic occurrant duo casus etiamnunc 
incogniti (n — 5, 2) et (n— 5, 3). 


. VII. Simili modo si ulterius sumamus a — 1, b — n—6 
'et c — 9», prodibit t 
(n— 6, 14-3) — &-* 0 och, 

ubi revera occurrunt tres sequentes casus (n — 6, 2), (n — 6, 3), 
(n —6, 4), qui adhuc manent incogniti, atque hoc "modo pro- 
gredi licebit, quousque mecesse füerit; unde patet numerum ca- 
suum incognitorum continuo augeri, ita ut terminorum p et q alter 
futurus sit vel 2, vel 3, vel 4, etc. qui igitur casus adhuc de- 
finiendi restant. 


VIIL. .Sumamus nunc primo a — 1, à — 6$, c — 1, ut 
aequatio nostra fiat - 


(6) (4-60 — (69 G9) 
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unde concludimus 


(1,06) (12-61 
(20-— e) m, 


quae formula jam omnes casus ezclusos suppeditat, in quibus 
slter terminus erat 2. U 
^ 


IX. Deinde sumamus a — 2, b —x et c — 1, ut aequa- 
tio prodeat (2,x) (22-151) — (2,1) (3, x), unde fit 
— Ge Q3» 2. 
(5x) — vu 
ubi .cum (2, x) per praecedentem N""" detur, nunc etiam ii casus 


innotescunt, ubi alter terminus erat 3. 


. X. Sumstur porro 4 — 3, b — x, e — 1, eritque (3,x) 
(8 2-351) 2 (8, 1) (4, x), unde fit 


— (3 3 » 
(4x) z 995p, 


unde igitur ii casus eliciuntur, ubi alter terminus erat 4. Eodem 
modo pro reliquis proceditur; sicque, omnes plane casus in for- 
mula proposita contenti plene sunt determinati. 


4) De valoribus integralium a termino variabilis z—0 
usque ad x — oo extensorum. JM. $. A4fcademiae 
exhib. d. 30 Aprilis 1781. 


$. 124. Talium formularum, quae a. termino x — 0 
usque ad terminum x —- oo extensae finitum sortiuntur valorem, 
simplicissima est circularis f. GE, cujus valor est T denotante 
7 peripheriam pro diametro —— 1. Deinde etiam methodo pror- 
sus singulari inveni esse 

xmn—! jx P" 2—0907] c 
(t2a-x)p Lad zoo ]5m- 
n 


Vol. IV. . 43- 


Fig. 2. 
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Praéterea vero hoc modo plures alias formulas hujus generis 
expedivi, in quarum differentialia non solum furictiones algebraicae 
ipsius x» sed etiam /x ingrediatur. : 


$. 125.  Obtulerunt se mihi autem quondam aliae hu- 
jusmodi formulae etiam functiones transcendentes involventes, qua-' 
rum valores desiderati omnes methodos adhuc cognitas respuere 
videantur.  Quaesiveram scilicet eam lineam curvam in qua ra- 
dius  osculi ubique reciproce esset proportionalis arcui cur- 
vac, ita ut posito arcu —— s et radio osculi — r, esset 
rs — aa. Hinc enim haud difficile est, figuram curvae libero 
quasi manus ductu describere, quandoquidem ea talem habere 
debet figuram. Initio nimirum curvae in: A constituto inde curva 
continuo magis incurvabitur et tandem post infinitas spiras in 
certum punctum, O glomerabitur, quod polum hujus curvae 
sppellare licebit. Propositum igitur mihi fuerat locum hujus poli 
accuratius investigare, pro eoque quanütatem coordinatarum A C 
et CO perscrutari. 


- 126. Hunc in finem, introducta in calculum por- 
$ P 
tionis cujusvis AM —- s amplitudine — (D, ut sit r — 35. ft 
sQs — aaQ(, hincque 


ss — 2aaQ, et yp maYaO iy. 


Hinc jam prodit às — ES ; Unde posita abscissa pro hoc arcu 


. AP — a et applicata PM — y, colligitur fore 








se et y—e[?9m2. 


$. 127. Hine ergo pro polo O determinando requi- 
runtur valores harum duarum  formularum  integralium , — post- 


quam a iermino (Q — 0 usque ad (Q — oo fuerint extensae. 


. Initio quidem sum arbitratus, hos valores aliter obtineri non 
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posse nisi approximando, dum utraque formula successive per 
partes evolvatur; primo scilicet a (D — 0 usque ad (D— 7; de. 
inde a (D — m usque ad (D — 27; porro a (D — 2m usque ad 
(p — 37-; etc, quippe quo pacto series prodibunt satis prompte 
convergentes. Verum evidens est hanc operationem longos cal- 
culos satis taediosos requirere, quos quidem evolvere non sum 
ausus Nüper autem forte fortuna per methodum prorsus sin- 
. gularem perspexi esse tam 


(fex LS] — yt aun 
[29259 [28 Z2 51 — yt: 
ita ut pro loco poli quaesito O sit 
AC -cceceyasecoc-cceyt. 


$. 128. Quoniam igitur methodus, qua huc sum per- 
ductus, non parum polliceri videtur, Geometris haud ingratum fore 
arbitror, si eam omni cura hic exposuero. Et quia multo latius 
quam ad istas formulas patet, eam etiam omni extensione sum 
propositurus, quae omnia ex consideratione hujus. formulae satis 
simplicis /2"—! 0ze-* deduxi, cujus ergo integrale pro variis 
valoribus exponentis n investigare convenit. 


$. 129. Ac primo quidem, pro casu.n — 1 hujus for- 
mulae /Q:6-7* integrale manifestum est 1 — &7*, quod casu 
z —c 0 evanescit, facto autem z ——c oo abit in unitatem, — Prae- 
terea, cum hujus formulae z^ . &—* differentiale sit 

AxX^—7!9z .e-* —xX^ 0x .e-*, 
erit vicissim 

f2^ 0x. e7* — Af —Tiz.e7* —a^ eh, 
quod postremum membrum tam pro casu z — 0 quam z — co 
evanescit, ei modo fuerit A 7 0. Tum igitur pro mostris jer- 

t 43* 
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minis integrationis erit 

JfmXhüms .e—-* — Afaigm.e, 
eujus formulae ope, ob f'xe-* — 1, sequentes integralium. va- 
lores deducuntur 
: fxüzxe*—i 

fziàüz .e-*-—1.2 

Jx*ü0x .e7*-1.8.8 

fx5 dm. e7*—21.2.8.4 
Sicque in genere 

fx—!iü0zxe*—1.2.8.4....... (n—4), 
cujus producti valores quoties 7 fuerit numerus integer positi- 
vus: sponte se produnt; quando autem n est numerus fractus 
olim ostendi, quomodo valores per quadraturas curvarum alge- 
braicarum exhiberi queant. Sic pro casu m — j constat, istum 
valorem esse — y/7. 


$ 130. Cum jgitur omnes valores hujus productà infi- 
mti 1.2.3.4 .... (n—1) tanquam cogniti spectari queant, 
€os littera A designabo, ita ut sit A 22 1.2.3.4 .... (n—1), 
Sicque jam adepti sumus hanc insignem formulatu integralem 

Jx"—iüzr.et*-A tor 
integrali scilicet ab x —— 0 ad z — oo extenso; atque ex hac 
ipsa formula omnia deduxi, quae ad casum ante memoratum per- 
ünent, ubi quidem  ratiocinia penitus singularia adhibéri debent, 
quae igitur hic diligentius Sum expositurus. 


$ 131. Posui autem primo z — Kg, et quoniam ambo 
termini integralis iidem manent, erit etiam 

jp fyr-iày ec A, 
quaudoquidem haec formula etiam ab y —L— 0 gd y —5 oo usque 


- 
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extenditur; quamobrem per A" dividendo habebimus 
Ap àg.e-b L-— A, 
k* 
ubi autem notari oportet, pro Kk nullos numeros negativos accipi 
^. posse, quia alioquin formula &—** non amplius evanesceret casu 
zx —c 0, atque hic isti soli valores sunt excludendi, ita ut etiam 
valores imaginari loco k adhiberi queant, atque hinc illas arduas 
integrationes sum assecutus, - 
$. 132. Ponamus ergo k—p --qy/—1, et cum sit 
€793Y—1 — cos. qy — y —1 sin. qy, et 
etarr-t I cos. qy 3- y —1 sin. qy, 
nostra formula nuno induet hanc formam 
. ^ 
—!gy . e-P? (cos. qy — y — 1 sin. m L—————— 
Ay y C 79 Y- ! qy) (p—4 y —iy, 
Quamobrem $i formulae imaginariae signum  mutemus, erit si- 
mili modo 


| 4 
Fyv710y . 67? (cos. qy -i- y — t sin. qy) — (p—ay —iy- 


$. 133. Quo valores inventos commodius "exprimere li- 
ceat, ponamus p ——^cos. Q et g — sin. Q, eritque 

(p - «y —1y. 2" (cos. n8 2- y —1 $n. n6) et 

(p — q:y — 4)! — f? (cos. n8 — y —t sin. n); 
ubi notasse juvabit fore tang. 0 — : , unde ex valoribus p et q 


'assumtis erit etiam ^— Y(pp-—- gqg) Hoe ergo modo fit priore 
casu : 


LA Lu Lu A, LLL 
(p--«y—1y: ^ f*(cos.n9 -- y —t sin. ng)" 


342 SUPPLEMENTUM V. 
pro altero : - 
EP VN A 
(p—qy—1)' ^ f* (eos. nà — y.— 1 sin. ng) 
Quamobrem si hae duae formulae addantur prodibit 
2 IN cos. nQ 
PLN 
Differentia autem harum formularum dat 
24 y — 1 sin. nQ 
" f" ' 
. $. 134.  Addamus igitur quoque ipsas formulas integra- 
les, et habebimus 








cos. n 
Jy'—!9y . €7P cos. gy — A A. 
Sin autem subtrahamus et per 2j/—1 dividamus, oritur 
A sin. nó 

£F 
quae jam duae formulae integrales latissime patent, cum numeri 
pet q prorsus arbitrio nostro relinquuntur, id tantum obser- 
vando, nme pro p numeri megativi accipiantur. Operae igitur 
pretium erit, has duas formulas integrales sequentibus binis theore- 
matibus complecu. 


Jy —19y . e7? sin-gy — 


Theoremsa IL - 

Posito A— 1.2.2..... (n—1), et pro litteris p et g 
numeros quoscunque positivos accipiendo, fiat inde y(pp —- 49) 
— f, et quaeratur angulus (, ut fit tang. à — 2, et habebitur 
ista integratio memorabilis 


ab x— 0 44 cos. nQ 
n-—1 . px . L————. 
fx Oz . e—P*cos.qm [ xo l77 y 
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. Theorema II 
Posto A — 1.2.3..... (n—41), et pro litteris p et 
q numeros quoscunque positivos aecipiendo, fat mde y(pp -- qq) 


T—.f, et quaeratur angulus $, ut sit tang. à — 2, atque habebi- 
tur ista integratio memorabilis 





Ja"^—i!à)x . e-P*sin gx [5 s—0 ]-5z. 


ad x —oco 
$. 135. Cum igitur pro casu curvae supra consideratae 
pervenerimus ad has formulas integrales ! 
[RIS cos. et [93 sin. $9. 





facta applicatione erit n — j, ideoque A — ym, tum vero erit 
p — 0 et q — 1, unde fit f£ — 1 et tang. $e 
ideoque à — $$, ergo cos. n6 — 3 — sii. ng. Hinc igitur fiet 
[ . L— " M u 
f HS de e — yT, simulque 


pySID-»x 





$. $36. Operae autem pretium erit, hunc casum quo 
n-cjet A—ym in genere evolvere, et cum posuerimus ! 


Y(pp- 44) —f et 5 — tang. à, erit 
sin. à L1 et cos. (i. 
Hinc ergo. primo 
^ sin 10 — yz Ye et 
emp cm y tret yrs 
unde fit pro valoribus dn 


S EET 
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A cos. 16 yn Kp . 
L-Y.yLm,. 


4 fF 877 
Quamobrem habebimus binas: sequentes formulas integtales 


9x 2 f—p 
X in get 


[E €7P* cos. qz — Y. s yt. 


$. 137. Casus autem, quibus pro » sumitur numerus 
imeger positivus, ideoque JA absolute per numeros integros ex- 
hiberi potest, ita sunt comparati, ut etiam per methodos cogni- 
tas, ope scilicet formularum  integralum  reductionis satis notae 
expediri queant, atque adeo integràlia im genere exhiberi. Haec 
autem operatio postulat ealculos non parum prolixos, quamobrem 
formulae nostrae satis simplices pro casu scilicet x —— oo nihilo 
minus omni attentione sunt dignae. Quando autem exponenti* 
valores negativos tribuere voluerimus, hi casus statim in initio 
integrationis additionem — constantis infinitae postulànt, ut scilicet 
integralia evanescant casu a L—- 0, sicque adeo valores inte- 
gralium, quae hic quaerimus, manebunt infiniti, ideoque ad insti- 
tutum nostrum mon sunt referendi. 


$. 138. Casus autem maxime memorabilis hic occurrit, 
quo n — 0, et qui prorsus singularem éollertiam postulat, quem 
igitur accuratius evolvamus.  Quóniam posuimus 


4 — 1.2.8.4... (n—1), 
statuamus simili modo 

A/—a4.2.8....n et. A^ — 1.2.8... (n--1), 
eritque vianifesto 


^-— A NL a" " 
—, et LID ideoque A- ir 


Sumamus nunc s — q, existente « infinite parvo, et cum sit ' 
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A" — 1, inde fit A — 5, ideoque ejus valor erit infinitus. Cum 
autem pro formula integrali priore sit sin. nà —— «w6, evidens 
est fore À sin. nQ, — (6; quamobrem ista prior formula 'in- 
tegralis erit 7 4—P* sim. qx — 0, dum mempe integrale a 
termino z — 0 usque ad terminum x —— co extenditur.  Alte- 
rius autem :formulae nostrae integralis f[z 3z €—P* cos. g xz valor 
erit infinite magnus. Ille autem casus omnino meretur ut eum 
singulari theoremate complectamur, 


Theorema Iit. 


$. 139. Si literae p et g  denotent numeros positivos 
quoscunque, atque hinc quaeratur angulus 6, ut sit tang. à — 4, 


p 
habebitur sequens integratio maxime memorabilis 


ab x — 
[92 775 din. qu [2528] * 
cujus theorematis demonstratio dubito quin alio modo quam per 


approximationes investigari queat. 


$. 140. Casus autem simplicissimus quo p — 0 etg — 1 
jam omnia calculi artificia adhuc cognita superare videtur, quia 
autem hoc casu fit tang. ( — 4——coo, erit ( — T, unde oritur 
haec integratio f E sin. x — $. Interim tamen de ejus veri- 
tate co minus dubitare licet, quod approximationes adhibitae ad 
eundem valorem propemodum  perducant. Quodsi hunc casum 
cum initio memorato f E Sin. z — y? comparemus, ingens simi- 
litudo summam attentionem meretur, cum hujus integrale sit prae- 
cise radix quadrata illius. 


Yol. IV. ! 44 


346 ". SUPPLEMENTUM V. 


ami x . 
(rabo tim 
quo post integrationem statuitur z —oo. Opuscula 
. 4nalytica. Tom. II. Pag. 42 — 64. 
$ 141. Jam satis notum est, hujus formulae integrale 
partim logarithmos, partim arcus circulares complecti, et partes 
logarithmicas hanc progressionem conetituere 


6) Investigatio formulae integralis 


mt 


—t cos, 77 Iy(r i2 ee e 22) 


cos. ut Ly(1—2 x cos. 77 t aa) 


E 
DAT 
mo 
—15 cos, 5? 1 (1 — 2x: tos. fen) 
—£ 
k 


COS. mt A—ly(1i—2z cos, 77 krrz) 


— & cos. 7 Ly (1—22 cos, 3 —ras) 
ubi i denotat numerum imparem non majorem quam Kk. Hinc 
si k fuerit numerus par, erit i — Kk-—1; ac si k fuerit nu- 
merus impar, hanc progressionem continuari oportet usque ad 
i — Kk, ejus vero coéfficiens duplo minor capi debet, seu loco 
— $4 tantum scribi debet — ;, cujus irregularitatis ratio in To- 
mo I est exposita. 


$. 142. Cum hae partes sponte jam evanescant posito 
z.— 0, statuamus statim z — oo, . et cum in genere sit 
y(4—2 & cos. u 2- zx) — ax — cos. qu, erit 
Dy(1—22z cos. u -- xz) — I(v—cos. w) 
eos. Pom 


—[x C2*—im, ob ?2* — 0; 


'ommes ergo illi logarihmi reducuntur àd eandem formam /z, 
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quae multplicanda est per hanc seriem' 





2 mmT Li 3mm .2 5mm 2 imc 
— 4 008 Qo cy 009 7 jp 00$. mum p 008 y. 


ubi, ut diximus, i denotat maximum numerum imparem ipso Kk 
non majorem, hac tamen restrictione, ut, si K fuerit impar, ideo- 
que i — Kk, ultimum membrum ad dimidium reduci debeat. .Quam- 
obrem, si hujus progressionis summam investigare velimus, duo 
casus erunt constituendi: alter quo- k est numerus par et i——k 
—1, alter vero quo K est mpar et i — k. 
Evolutio casus prioris, quo k est numerus par 
et i-ko—ti. 


$. 148. Hoc ergo casu, posito z — co, formula —W 


multiplicatur per hanc. eosinuum seriem . 
cos, ^7 -i- cos. $T 3i co s.s S -1-cos. TAE esee. -t- cos. i-em 

cujus summam statuamus — $. -Ducamus hanc seriem in sin. 

A. et eum in genere sit . 

imt Gr0m — ger 


. sin. p cos. ^,- — — j sin. —4— — 4 sin. ——,—, 
facta hac reductione habebimus . : . 
Ssin. "7 — jsin. cniin --jsin. em s jsin. Gn. |. Lin. rir 


Am 6mT 2) mm, 
—jsin.? TO TT sin. Dd —jsin. "27 »— jsin, (622 Fo? 


ubi omnts termini praeter ultimum — manifesto se destruunt, ita 

ut sit : . 
S sin. pA e I sin. mm. 

Jam vero quia nostri co&fficientes m et k supponuntur integri, 

utique erit sin. m7 — 0, ideoque etiam 8 — 0, nisi forte 

etiam fuerit sin. u 0, "qui autem casus locum habere ne- 

x"—!9z, 


1--ato 





quit, quoniam in integratione formulae propositae 


. : 4a* 


$ sin. 
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semper assumi solet esse m «X. Hoc igitar modo evictum est; 
casu quo post integrationem statuitur z ——- oo, omnes partes lo- 
garithmicas integralis se destruere. 


Evolutio casus alterius, quo est Kk numerus impar 
et i—k. 
$. 144. Hoc ergo casu, sumto x — oo, formula iz 


multiplicatur per hanc. geriem 


2 mT $m- 3 -—T 1 ims, 
— 5 cos 3 — 1 cos. JC k cos, 27. — 1 COS. TEC 


k 

ubi terminus penultimus est — t cos. e-hur, pro ultimo vero 
termino erit cos. mr — -- 1, signo superiore valente si m sit 
numerus par, inferiore si impar; quare remoto termino ulümo pro 
reliquis ponamus 


cos. 7 —- cos. 2 —i- eos. L NP ape — 8, 

ita ut multiplicator ipsius logarithmi zx: sit 
25 
—4 —kcos mm. 

Hinc procedendo ut ante fiet 
^k -jsin. PR -eisin. pid -4- jsin. E: s - sin. feo --jsin 
(-5)mo. 
vk. 


(k-1)mx 
| —R 


—jsin. "t — jsin. iet —jsin. £t - — jsin. 
ubi iterum ornnes termini praeter ultimum se mutuo tollunt, its 
ut hinc prodeat 


: S (4 . 
S sin, "7 — j sin, —2* — uin. (mq — 27); 

at vero est 
- m*N 0 ue -- 
sin. (mm — *,7) — sin. m T cos. Econ m sin. * "t , 





ubi notetur esse sin. m7 —— 0, ob m numerum integrum; habe- 
bimus ergo 
S sin. "7 — — | cos. mz sin. "y. , sive $——— cos. m, 
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consequenter multiplicator ipsius Zx erit 

zd cos.m'?T — | cos. mz — 0, 
Sicque manifestum est, sive k sit numerus par sive impar, omnia 
. membra logaritmica in nostro integrali se mutuo destruere, si- 
quidem post integrationem statuamus x — oo, quemadmodum hic 
semper supponimus. 


$. 145.  Consideremus nunc etiam partes a circulo pen- 
dentes, ex quibus integrale nostrae formulae componitur. Hae 
sutem partes sequentem progressionem constituere sunt eompertae 











^ :. T t 

2. mT 9 sin. 2. 3mm z sin. 
P1 Sin. —- Arc. tang. ———- —- — tin. —— Arc. tang. s 
k k i-x cos. K k f cos. 2 

"n 5m B * 

2 5mm Y sm.7y 2 T cz sm. y 

—- — Sin, —— Arc.tang. —- — sin. — — Arc. tan 

k k i1-zcosP7 — k k E 4 cos, 77 

P] imm z sin. 2 
—— 0. e... o. o. n S M T Bi. —— Arc. tang. rj 
k k i-ccos 


ubi in ultimo membro est vel i — K-—1, vel i — k; prius sci- 
licet valet s i est numerus par, posterius si impar. 


$. 146. Cum etiam onmia haec membra evanescant 
posito x —c 0, faciamus pro instituto nostro z — oo. In genere 
igitur fiet 





Arc. tang. E — Krc. umg. C tang. 1) 
Est vero 
— tang, |? — -- tang, 8527, 
ex quo hic arcus fit — ex, Hinc ergo loco i scribende 





E 
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euccessive numeros 1, 3, 8, 7 etc. istae pàrtes mostri integra- 
lis quaesiti erunt 


$(k—!)m .. 2mT $(k—83)* sin. xL 2(k—5)m mmc 

BOTE sin, 327 -. OST. gin, PP - 3€c87 din n, 5t 

$(k—T))w . 7mm 2(k—9)- . .9^-0 2(k—i)m . "mT 
-j SLT)? gin, LoT .. SUC gig, 9t p .L, 20D7 gin, a 


ubi casu, quo K est numerus par, progredi oportet usque ad 
PL—K—1:ac si k sit numerus impar, usque ad i — Kk. 


$- 147. Statuamus brevitatis gratia 
(k—1) sin. * -i- (k— 3) sin. 327 -1- (k— 8) sin. pr zm 


imc 


-- m sin. A5 
ita ut integrale quaesitum sit e, quandoquidem partes logarith: 
micae se mutuo destruxerunt Mulüplicemus nunc utrinque per 
25in. 57, et cum in genere sit 
Im — cos. (mt cos, £Ent 
facta substitutione erit 
28 sin. S — (k—1) cos, 27 -- (k—3) cos. "E e (-6) cos, 377 es. 
— (K—4) cos, *?* — (k—3) MM (k—5) cos. ie S 
ze 2E (k—) cos. eu. 
— (ki) cos. grant zt 


quae series manifesto contrahitur in sequentem 


2 sin. 77 sin, 


" 2 
2 8 sin. I — (k—1) — 2 cos, *27 — 2 cos, $27 — 2 cos, 97 .... 


— 2 cos. gon, . (k—i) ces. rar 


, Ubi, primo et ultimo ,membro sublatis, regularem termini inter- 
medii constituunt denen, E cujus valore investigando ponamus 


T — cos, 37 -i- cos. 477. -i- cos, S cO bee cos. got, 
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íta ut sit 
28 sin. S — k—1—2T— (k— ic cos. 


Hic autem iterum convenit duos casus perpendere, prout K fuerit 
par vel impar. 


€x2 "T. 


Evolutio casus prioris, quo K est numerus par 
et à ——k—1. 


$. 148. Hoc ergo essu habebimus 


T — cos, "7 -- cos QE cos, P7 y ..... cog, 7D. 


Multiplicemus denuo per 2 sim. E» et per reductiones supra in- 


dicatas habebimus 


2T sin." — -i-sin, 97 | gin, 99* ,.. ai, T --sin, É- Do 


"- 5m $- n 
—isin. t — sin. "ko — sin. Tpott— sin. —Ro 
deletis igitur terminis se mutuo tollentibus erit 
: k— 
2T sin, "7 —— — sin. m. ain, 6-0**. 
Est vero 
S. 0G— " : H T 
sin, (297 — gin. (mm — 77) — sin. mm cos. " — cos mm si. "y, 


ubi sin. m7 ——c 0, quamobrem fiet. 2T — —1— cos. mm. 


$. 149. Invento valore pro T colligitur fore 
k . 

2sin. 7" 
Denique vero ipse valor formulae nostrae integralis, quem quae- 
rimus, erit pn et nunc manifestum est, integrale nostrae formu- 


28 sin. Ah ideoque $ — 


lae, casu quo $ est mumerus par, fore Siquidem post 


integrationem statuatur a: — oo. 
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Evolutio alterius casus, quo k est numerus impar 
| et i—k. 
$. 160. Hoc ergo casu est 
- 6 
T — cos. 2. -- cos. S17. i cos STE -i- Loi cos, 7T, 
quae series multiplicata per 2 sin. E producet ut ante 
2Tsin."7 — —— --sin.5P* i sin, 27... - cain. (Dar | gin, PT 
—isin, S7 — sin 32 —— gin. 527... .— sin. Gi)mr 
unde deletis terminis se mutuo tollentibus reperietur 
2T ein, "7 — — sin. "7 -- sin. mm 
ideoque 


sin. m7 


2T—-—1-- - ZZ 1, ob sin. ma — 0, 





jn, 7 
s k 
hincque porro fiet 
285sin.5* —k; . 
quare cum valor integralis quaesitus sit "s erit etiam hoc casu 
T 





integrale nostrum — — 


- prorsus «uti praecedente casu. 
k sin. E 


mz? 
. k 
Hinc ergo deducimus sequens theorema. 


Theoremsa. 
m-10x 


00 $061. i baee formula difeeniis 77 57 ia in. 


tegretur, ut, posito zz, integrale evanescat, tum vero statua- 


: : : T * "V 
tur z —.o, valor inde resultans semper erit wa sive K sit 


k ein. 
numerus par, sive impar. Hujus theorematis demonstratio ex 
praecedentibus est manifesta. 
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. $. 162. In evolutione hujus. formulae awsumsimus esse 
m S k, quia alioquin membra logarithmica se non destruissent; 


at vero ne hac quidem  limitatione nunc amplius est opus. 
mi 





Casu enim quo foret m — Kk, integrale formulae — esset 
Bl(1--a*), quod facto x — *9 fieret etiam c»; verum hoc 
idem indicat, nostrum integrale esse im — e. Dummodo 


ergo m non fuerit majus quam Kk, nostra formula veritati sem- 
per est consentanea 


$ 153. Quin etiam ne quidem necesse est ut expo- 


nentes m et k sint numeri integri, dummodo non fuerit m 2 k; 


si enim fuerit m — k et kg ,; erit valor per nostram for- 


AT . 
mulam ———,,;, cujus veritas ita ostenditur. Quia hoc casu 


X 8n. [ . 
A oc * 
formula integranda est —- zU' sStatuatur x — y^, erit 
: 1-- r^ 





Ox, .30y 
y formula fiet 


y Aog s, [S02 
(vy wy. 1 








cojus valor.utique erit — —7. 
x sin, 57 


Alia demonstratio theorematis. 
x" PEZ 


-—ak om 





$. 154. Denotet P valorem integralis f 


a termino z — 0 usque ad z — 1; at Q valorem ejusdem 
integralis a termino z — 1 usque ad z — o, ita ut P Q 
praebeat eum ipsum valorem, qui in theoremate continetur. 


Yol. IV. 27 4$ 
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Nunc pro valore Q  inveniendo statuatur zx ——- 5, unde fit 
oz oy 
cy fietque 

y" 09 -fncm 3y 
. i.t. 14- y* 
8 termino y —— 1 usque ad y— 0. Hinc igitur M 
terminis erit 


oc f£, . oy 


14- y* y 


Q— 


a termino y — 0 usque ad gy — 1. Jam quia hoc integrali 
expedito littera y ex caleulo egreditur, loco g scribere licebit z, 
ita ut sit t 
zk-" x 
Q-— Tk -? . ! 
f--x x 


quo faeto habebimus 


m k—m 
roc fr Pe 





i--ak zx 
a termino z —- 0 usque ad terminum xz — t. Yerum mon 
ita pridem demonstravi, valorem hujus formulae integralis intra 
ol - 
terminos z — 0 et x —- 1 contentun esse — 


k sin. 
Hinc igitur nascitur sequens theorema non minus notatu dignum. 


Theorem a. 
$. 155. Valor bujus formulae integralis 


[AR 


intra terminos z — 0 et z —c 4 contentus, aequalis est valori 
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PE ; z" Or ,. : 
istius integralis EK coo inta terminos, z — 0 et x — oo 
icc x 





contento. 


$. 166. His expensis formulam integralem in titulo pro- 
positam aggrediamur, et quo eam ad formam hactenus tractatam 
Teducamus, in subsidium vocemus sequentem reductionem 

ag m-—i ox Aa" LB qm-—i ox . 

acm (125)* (12-2*** 

unde facta differentiatione prodit sequens aequatio . 
a"—0x —— mAz"—Q9z  AkAax"tk-i!ür | Bap-!ox 

(cea) C (ccab (my (i9? 
quae aequatio per z'-—!0x divisa ac per (1-i-z*)^ multi- 
plicata, terminum negativum a dextra ad sinistram transponendo, 
erit 


--2 mA J4- B, 


quae aequatio manifesto subsistere nequit, nisi sit AKA — r, 
sive A — FT unde erit 1 — mA -- B — E -- B, sicque 


B-—i1—5- 


$. 157.  Inventis his valoribus pro litteris A et B, pri- 
mum assumimus, integralia ita capi, ut evanescant posito z — 0; 
tum vero posito z — oo, quia exponens n minor supponitur quam 
k, membrum absolutum litera. A affectum sponte evanescit, ita ut 
hoc casu x — c fiat 
x"-!Q0z a"—i)x 
(12-2) 7 -(- xx) (cxt 
46* 
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Quod si jam primo capiamus À — 1, quia ante invenimus pro 
eodem casü x L— c" esse 


[£z T 
ic-z* 77 kem? 


habebimus valorem istius integralis 


xn—iàx -Da 
(cy 7 (73) rae 


si quidem integrale etiam a termino x — 0 usque ad terminum 
LE c» extendatur. 


f 158. Quod si jam simili modo ponamus A — 2, re- 
perietur pro iisdem terminis integrationis 


(rea5r e (: -i) (4 k sin. — k sin. 77 ; 


eodem modo si litterae À continuo majores valores. tribuantur, 
reperientur sequentes integralium formae omni attentione. dignae 


ers )- 2) 6-5 Fam *- 
Jiccas 71) mC- 3-3 Aram 
EH -3(- 9-3 3 Coe 


eto. ^ etc. 


$. £59. Quare si littera » denotet numerum quemcun- 
que integrum, pro formula in titulo expressa, ai ejus integrale a 


termino x — 0 usque ad z— extendatur, ejus valor sequenti 
modo se habebit 
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(73) (-3)(- a) - EAREC -(x)raczs 


am-i ox 
qui ergo conveniét huic formulae integrali x Wat 
$. 160. Hic quidem mecessario pro z alii numeri prae- 
ter integros accipi non licet: at vero per methodum interpolatio- 
num, quae fusius jam passim est explicata, hanc integrationem 
etiam ad casus, quibus exponens m est numerus fractus, extendere 
licet. — Quod si enim: sequentes formulae integrales a termino 
9 — 0 usque ad y — 1 extendantur, in genere valor nostrae 
formulae propositae ita repraesentari poterit 


weis 0m o tot oy (I o7 
(Lay pue 0 áÀ—ÀÁ—— 
(17729 77 k sin. 77 fgh- 7-1 3y (—49— 
Unde si i m — 1 et k — 2, sequitur. fore 
yie-D oy. " Oy 41679229 

GR Yücup yG-w)  J ya—w) 

Ita si n —$ erit 
à»  — f wy 
(1x2) yas) 

cujus veritas sponte elucet, quia integrale prius generatim est 
vais posterius vero — 1— y(1— gy), quae facto x — oo 
et y — 1, utique fiunt aequalia. Caeterum pro hac integratiore 
generali notasse juvabit, exponentem wnitate minorem accipi non 


posse, quia alioquin valores amborum infegralium in infinitum 


excrescerent. 
 mumEEENMCUEEPS 
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6) Investigatio valoris integralis 
íox"—Uümr | 
PER 
& termino z— 0 usque ad z—oo extensi  Opus- 
cula analytica. Tom. Il. Pag. 66 — 15.. 


$. 161. Quaeramus primo integrale formulae propositae 
indefinitum, atque adeo omnes operationes ex primis analyseos 
principis repetamus. Ac primo quidem, quoniam denominator in 
factores reales simplices resolvi nequit, sit in genere ejus factor 
duplicatus quicunque 1 — 22 cos. à -- zz; evidens enim est, 
denominatorem fore productum ex K hujusmodi factoribus dupli- 
catis. Cum igitur, posito hoc factore — 0, fiat x — cos. € 
zy —1 sin. &, etiam ipse denominator duplici modo evanescere 
, debebit, Sive 8i ponatur 

z —— cos. q -- y/—1 sin. 9, sive 

x —— cos. q -- y —1 siu. au. 
Constat autem omnes potestates harum formularum ita commode 
exprimi posse, ut eit 

(cos. t -- / — 1 sin. q)* — cos. A u -t- V —1 sin. Aa, 
hinc igitur erit 

x* — cos. kg -- y/—1 sin. ko et 

zx! — cos. 2kq -- y/— 1 sin. 2kq. 
Énbstituamus ergo hos valores, et denominator noster evadet 

4 — 2cos. 0 cos. K o -1- cos, 2k) 

-z2y—ti cos. 9 ain. ku 2- y —1 sin. 2ko. 


$. 162. Perspicuum igitur est hujus aequationis tam 
terminos reales quam imaginarios seorsim se mutuo tollere de- 
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bere, unde nascuntur hae duae aequationes 
I. 1—2 cos. à cos. k  -i- cos. 2k « — 0, 

IL -—2cos. sin. kt —- sin. 2kg — 0. 
Cum igitur sit ] 

Sin. 2kq — 2 sin ko cos. ku, 
posterior aequatio induet hanc formam 

—— 2 cos. ( sin. Kw —- 2 sin. kw cos. k uq) — 0, 
quae per 2 sin. ku divisa dat —— cos. ke — cos. &, ideoque. 

cos. 2ku — cos. 2  — cos. (^— sin. 9? — 2 cos. 9^ — t, 
qui valores in aequatione priore substituü praebent aequationem 
identicam, ita ut utrique aequationi satis&at sumendo cos. ku 


-L— cos. Q. 


$. 163. Pro cw igitur ejusmodi angulum assumi oportet, 
ut fiat eos. ke& ——- cos. j, unde quidem statim deducitur k 9 — $, 
ideoque ai. Verum quia inniti dantur anguli eundem co- 
sinum habentes, qui praeter ipsum angulum 6 sunt 27 -- , 
AT d- 0, 67 -- 9, etc. atque adeo in genere 2i7 3-6, denotante 
i omnes umeros integros, quaesito nostro satisfiet, faciendo 
kw — Zim -- 0, unde colligitur angulus ) — hr » Sicque pro 
&) nanciscerémur innumerabiles angulos satisfacientes, quorum au- 
tem suffüeiet tot assumsisse, quot exponens Kk continet unitates; 
successive igitur angulo (y sequentes tribuamus valores. 





$6 272-0 ATm-FÓ6 6T--Ó6 s$T7--6 NELLE LEM 
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Quodsi ergo angulo c successive singulos ietos valores, quorum 
numerus est — Kk, twibmamus, formula 4 — 2x cos. & -1- z x. omnes 
suppeditabit factores duplieatos nostri demorainatoris &— 22^ cos. $ 
-- a!*, quorum mwmerus erit — X. 
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$. 164. Inventis jam omnibus factoribus duplicatis nostri 
ani 


denominatoris, fractio —————,——— ——-—; resolvi, debet i 
léenominatoris fracti 1— 2 a* cos. 9 -i- a | debet in tot 


fractiones partiales, quarum denominatores sint ipsi isti factores 
duplicati, quorum numerus est k, ita ut in genere talis fractio 
parüalis habitura sit talem formam DE Ii quam insuper 
resolvamus in binas simplices, etsi imaginarias, et cum sit 
x:z— 22: cos. q)--1— (2—c08. 0 2- V —1 sin.) (z — co.« —y — 1sin. o), 


statuantur ambae istae fractiones partiales 


——M—— 4 ——É——— 

& —— C05. 0 — Y —1 sin. o x -—cos.u-- Y—1 sin. o* 
ita ut totum resolutionis negotium huc redeat, ut ambo numera- 
tores f^ et g determinentur; iis enim invends habebitur summa 
ambarum fractionum 

— fz-- gx— (-£) cos. o -- Y —1 (f— g) sin. w 

— "xx-—3x c 9-]-1 , 
ubi igitur erit 

Bccf-g et A—(f—g) y —1 sin. « — (/--g) cos. u. 


j 165. Per methodum igitur fractiones quascunque in 
fracüones simplices resolvendi statuamus 
gn f 

1—2axk cos. 9--a3t — x— cos. — y —1 sin. 
wbi R complectatur omnes reliquas fractiones partiales. — Hinc 
per x— cos.u —y/ —1 sim. « multipicando habebitur 

a — 271 (cos. « 4- y —1 sin. we) . 

— quee —f- R(z—cos. o —y/-15in. «), 
quae aequatio cum: ver& esse debeat, quicunque valor ipsi z tri- 
buatur, statuamus z — cos. « -- y —1 sin. g, wt. membrum 
postremum prorsus e calculo tollatur; tum vero in parte sinistra, 


--R, 
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quia formula z — cos.u — y —1 sin. o simul est factor deno- 
minatoris, facta hac substitutione tam numerator quam deno- 
minator in nihilum abibunt, ita ut hinc nihil concludi posse 
videatur. 


$ 166. Hinc igitur utamur regola notissima, et loco 
tam numeratoris quam denominatoris eorum differentialia |scriba- 
mus, unde nostra aequatio accipiet sequentem. formam 
ma"—i! — (m—1) z"—! (cos. o -- y —1 sin.) — 
— 2 kx*—1 cos. 2 2k zik—1 m 
mz? — (m—1) z"—! (cos. o 3- y —1 sin.) — |. 
— 2kx* cos. 9 4- 2 kx?k — 
posito scilicet z:: — cos. à —- y.—1 sin. o. Tum autem erit 
a" — cos. mg -- y —1 sin.mu et. - 
af"! (cos. «à -i- y —1 sin. qu) — x" — cos. mu 4- y —1 sin. mu, 
et pro denominatore 
ak — cos. ka -- y —1 sin. ku. et 
x?* — cos. 2kg -i- y —1 sin. 2k0; 
nde fit numerator 
. a" — cos. mq 4- y/—1 sin. ma 
et denominator 
— 2kcos. 9 cos. k y -- 2K cos. 2ka 
— 2ky — 1 cos. 0 sin. ko -- 2k y — 1 sin. 2ko. 





$. 167. Pro denominatore  reducendo recordemur, jam 
Supra inventum esse cos. ku —- cos. (, unde fit sin. Kt — sin. 6, 
tum vero ! : UU 
cos. 2 ku Z— 00s. 20 — 2 cos. (—1 et 
Sin. 2k « —— sin. 20 — 2 sin. $ cos. (j, 
Vol. IV. 46 


* 
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quibus valoribus adhibitis denominator noster erit 


2kcos. e ? — 2k-i- 2ky —1 sin. Q cos. j—— 2k sin. (0-- 2ky/ — sin. dcos. 
—- 2k sin. 0 (sin. 4 —y — 1 cos. 0), 
quamobrem hoc valore adhibito. habebimus. 


cosmo--Y—1sin emo — 
f- 2k sin. 3k sin-$ (/—1 cos 6 — sin. 0) 


Simul vero hinc sine novo calculo. deducemus. valorem g, quippe 
qv' ab f ratione signi y —4 tantum. discrepat, sicque erit 
Lo Eo mo —Y—1 sin. mo 
& — sk sin. (sin.&-FY—1c054) 


$. 168. Inventis. autem Lis. litteris Jf et g, pro litteris. A. 
et B. colligemus primo. 
LL. eos. 6 sin. ma — sin. 6 cos. mu | sin. (m0) 
. fte-— ksm.$ ^0 7 — sind. 
tum, vero erit 
— Y—4 cos. (mo —06) 
f-&£-— krünÓ — 07 
Ex his, igitur reperiemus. 
B nli» 


ksinsP. — ] 
. A- sin.« cos. (ma —8) — cos to sin. (fh 0y / .—— sin. [(mo—9)—u] 
— k sin. & ——Áe$P o 0? 


ubi ergo. imaginaria. sponte. se mutuo. destruxerunt. 


$. 169. Inventis: tis valoribus A et B, investigari opor- 
tet integrale partiale- [im ubi di 

g! parti i—3x.osw- aa^ Ui, CuUDY enominatoria 
differentiale- sit 

2x0x — 20x cos.u; — 20x (x— cos. a), 
statuamus: 

A.-- Ba — B. (z— cos; q) 4- C; eritque 

C —A 4- B cos. 9, 
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"hino igitur erit 


cL cos. sin. (t9) — sin. [(mu —0) — w] 
—MM  —krbP. — 
Quia vero v 
— sin. (mu —9 —«) sin. (mu—$)) cos. t -- cos. (mu 4) sin. co; erit 
C LL. sin. o cos. (mo 
T-— ksin-0 





OCEBz)aa 


f—3s3acosu-- zx discer- 


Hac ergo forma adhibita, formula integranda. 


pàátur in has duas partes 


B(x—cos.9)0x 4 Cox . 
1—32x cos. u-- xx 1—2x cos. o-]-xx 


Hic igitur prioris partis integrale manifesto est 
BIy(1—22 cos. u 2 zx), 


alterius vero partis facile patet integrale per arcum circuli ex- 
3 sin. 
i—xcoswot 





pressum iri, eujus tangens sit 


Ad hoc integrale inve- 
niendum ponamus t 


Cax —Dn. &sin.u 
Teri —D: Ae tang. 1—2zcos. o? 
et sumtis differentialibus, quia O.Árc. tang, £ aequale est Bt " 


icti 
habebimus 


Cax —D- Oz sin. 
i—2xcoso--xzt 1—2z cos. u-- xx? 


unde manifesto fit 





DIui.Ite ». 

$. 170. Substituamus igitur loco B et D valores modo 
inventos, et ex singulis factoribus denominatoris 

1— 2x* cos. à 2- z?h, ' 
quorum forma est 1— 22 cos. t -- rz, oritur pars integralls 
constans ex membro logarithmico et arcu circulari, quae erit 


zn ur 1 (4 — 22 cos. à -- 2X) -- S559 7-9 Arc, tang. Eme 


h sin. 


46* 
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quae evanescit sumto z — 0. In hac igitur forma tantum opws 
est, ut loco « successive scribamus valores supra indicatos, scilicet 
9 2-6 AmT-Ó Seit . 


€O—u«x* k C kk! 
" 26—1)7T . ; " 
donec perveniatur ad *s tum enim summa omnium 


harum formarum praebebit totum integrale indefinitum formulae 
propositae. 








» etc. 


$ 17t. Postquam igitur integrale indefinitum elicuimus, ' 
nihil aliud superest, nisi ut im eo faciamus z —c co, quo facto. 
pars logarithmica, ob 

y(1— 22 cos.  -i- x a) — x — cos. a, 
ert Bl(z— cos). Est vero 
cas. o b cos. qo 


l(x — cos w) — 1a — 95? — Iz, ol 





—e 
quamobrem facto z — oo quaelibet pars logarithmica habebit Hane 
formam imet Tx. Deinde pro partibus a circulo pendenti- 


bus, facto z. — oo fit 
m sin. 

1—2x cos.o 

' Sicque arcus, cujus haec. est tsngens, erit — 7 — «, hincque pars. 


circularis quaecunque fiet D (xu (x —9 


— -— teng. u. — tang. (1 — «), 





$ 172. Cum quilibet valor angull o in genere hanc. 
habeat formam LLETR erit angulus 


2imr— —2)— 
mu—$-— mr APTE DEPERC E 9 
Ponamus brevitatis gratia 


£k — " 
fam —é4 et ST a wt sit mg —(-2ia—4 


ubi loco i scribi debent successive numeri 0, 1, 2, 3, etc. usque 
ad k — 1. Hinc igitur si omnes partes logarithmicas in unam 


^ 
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swmmam ecoligamus, ea ita repraesentari poterit 
RÉá [— sin. Z 4- sin.(24—4) -- sin. (4a—42) —- sin. (6a—2) 
(n --sin (82—2). . . . . -- sin. [2(k—1) a—Z]]; 
wbi quidem ex iis, quae hactenus sunt tradita, facile suspicari licet, 


totam hanc progressionem ad nihilum redigi. Verum hoe ipsum 
firma demonstratione muniri necesse est. 


$. 173. Ad hoc ostendendum ponamus  - 
Sz sir. Z—- sin. (24—4) - sim (4a—2)4-. ... "sin [(71)a- 21 


' multiplicemus utrinque per 2 sin. a, et cum sit 
2 sin, a sin. (Q — cos. (a— D) — cos. (2-0), 
liujus reductionis ope 'obtinebimus sequentem expressionem: 
28sin.a—cos. (a 7) 4- cos. (a—£)) 2- cos. (3a-2) 4- cos. (5a-Z) .... 
— cos. (a—4)) — cos. (3a-2) —cos. (Ba-2).... 
2 cos. [(2k-3)a—2 ]- cos. [(2k- 1)a—2].. 
»..—908.[(2K-3)a—7]. 
wnde deletis terminis se mutuo destruentibgs habebitur 
28'sin. a — cos. (a-i- d) — cos. [(2K— 1) « — Z]. 


$. fT74. Ponamus lios dàos angulos, qui sunt relicti, 
ae---pet (2k—1) z—-4 — qj eritque eokum. summe p 3- g 
-—2ak. Quia porro est & — ^,^, erit p i- q — 2mm, hoc est 
mulüplo totus circuli peripheriae; ob 7 numerum integrum. Quare 
eum sit q— 2mm — p, erit cos, q —cos.p; unde patet summam 
inventam nihilo esse aequalem, sicque: manifestum. est, omnes par- 
tes logarithmicas, quae in integrale formulae nostrae ingrediugtur, 
casu x — oo se mutuo destruere: 
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.& 115. Progredíamur igitur ad pertes circulares, qua- 


rum forma generalis, ut vidimus, est Semen (7—u), quae 


cos. ($ia—2) 2im—6 «cos. (23a — 2 
k sin. G CÓ. )—MÀ ELM —i i. 


Hic ponatur porro H L ó et T — i Loy, ut forma generalis 
gi 5G iE-O (ol ai(f). Quare si loco i scribamus ordine va- 
lores, 0, 1, 2, 3, 4, usque ad Kk —1, mnes partes circulares 
hanc progressionem .constituent 
gia Dy ens. Z-- (y — 28) eos. (2a 4) -- (y —4£) cos. (42-4) 
2n ce [y —2 (k —1)8] cos. [2 (k—1) a—ZTI. 
Ponamus igitur —— N 
S — y eos. Z2 ('y — 2(2)c05.(2a—2) 2 (y — 48) cos. (4a —2). - 
2 E [y —2 (k— 1) 8100s. [2 (kA —1) 4 — 2] 
ut summa omnium partium circularium it ded , quae ergo prae- 


bebit valorem quaesitum formulae integralis propositae , casu quo 
post integrationem statuitur z —- oo, ita xt totum megoüum in 
investigando valore ipsius 8 versetur. 


$ 176. Hunc in finem multiplicemus ntrinque per-2 sin.a, 
et cum in genere sit 
2 sin. a. cos. (D — sin. (a-- D) — sin. ((b — a), 
hac reductione jin .singulis terminis facta, perveniemus ad hanc 
sequationem 
28 sin. a — "y sin. (a-i2) -—y sin. (a —2) -- (y — 28) sin.(34—4)) 
— (y — 28) sin. (4—2) —(y — 48) sin. (34—2) 
c (y — 48) $in. (64—2) ....- —- Ly— 2 (i— 08 sin.[(2k-1)a —2] 
— (v—88) sin. (5«—2). 


ubi praeter primum et ulümum terminum onmes reliqui con- 
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trahi possunt, ita ut prodeat 
2$ sin.a— 'ysin. (a--7)--2 sin, (a— 2") -- 2 (4 sin. (3a—2) 
4-20 sin.(6a—2) tece2Bsin [Q2R-3)a—2] 
^ --Ly-4- 1 (sin. [C24 15a-2]. 
$. 177. Jam pro hac serie summanda ponamus porro 
T—2sin.(a—4) --2sin.(3a—2)--2sin.(6a—4)-- ... ... 
EM --2sin[(2k —3) «—2] 
ut habeamus. 
285in. a —y sin. (a2) 4- [y —2 (k-1) (1 sin. [(2K- 1) a—2]-- 8T. 
Tam multiplicemus, ut hactenus, per sin. a, et cum sit 
2 sin. a sin. Qf — cos. ((D—2a) — cos. (D--2),. 
ficta, hac reductione nanciscimur- 
Tsin. &—-- cos. -i- cos. (2a—7) 4- cos. (4a-Z)--...—1- cos. [2(k-2) a2] 
'—cos.(2a- 4) — cos. (4a2)—— -.— cos. [2(&-2) a2] 
| 60s [2(k-1) a-2T 
unde deletis. terminis, quae se- mutuo» destruunt, remanebit tantum 
ista expressio 
T sin. — cos; — cos. [2 (K— 1Y a —Z].. 


Cun igitur sit à — "7. erit 


2(—:)ja— 2my—*T, 
eujus- loco: scribere: licet. — d , inde ob idcm, erit 
T sin. a — cos.. £m 7). cos. aim7-- tp) 
$- 178... Nunc vero notetur in: genere esse 
cos; p — cos. q — Z sin. ee sin, Sz, 
"quare cum: sit 
te - N 
p um ag imbre) erit ' 
tir Reb) et IIT, el 
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unde sequitur fore 
. . $(k—m) ,. 
T sin. a — 2 sin. (25-2079) ain, ue 
ideoque 
T-—2sin.( 


—n"m mE 
ob a —— 
* 





mm -- 6 (ko-m) 
—tT——o 


$. 119. Hoc igitur valore T ínvento reperiemus porro 


( 285in. a —'y sin. (a--2)-- Ly -20—0£1 sin. [(2k—1)a—2] 
--2 8 sin. (exem, 
quae ob enthace) ——a 4-4 redudtur ad hanc formam 


286in. a-Cy--28) sin. (42-2) -- [y —2 (k—1)8]sin.[(2k—1) aà—£], 
quae ita repraesentari potest 
' 28sià, c — (y-i- 20) [sin. (a--2) 2 sin. [Gk —1) a— 2T]. 
— 28K sin. [(2k—1) a—4]. 
wbi pro parte priore, ob . 


sin. p -4- sin. q — 2 sin. PT cos, PX, enit 


B3 —gke Fi — (13 a— 
unde pars ipsa prior fit 
2 (y 3-2) sin. ak cos. [(k —1) a—. 
ubi eum sit ak — mm, erit sin. ak —— 0, ita ut tantum supersit 
. 28 sin.a ——— 2k sin. [(2k—1) «—2], 
hincque 
$ —— Phim 0s], 


sin, a 


Est vero 


Qk—i)am ix ima-— M — Hem. 


AD TOM. I. CAP. VIII. 869 


omisso igitur termino 2m, erit 


sa " 7 sin. pe 





sin, 7 
ideoque valor quaesitus . 
7 ein. mr -- 0 (k— my 
$ —ax [LT 
kein. 9 kein. sin. 77" 


quae forma reducitur ad hanc 
me[fmE 0000 00 


" $. mU . E » 
ksin. Q sin. ^," 





$. 180. Contemplemur hic ante omnia casum quo à — 7, 
am-—! 0x 
i-a 
ergo valor, si post integrationem ponatur z — oo, evadet ^ 
T Sin. GT 7i cog. 77 


" "mc — t * 
ksin. T k sin. 5 


et formula integralis proposita .abit in hanc f » cujus 


Quia igitur est 


sin. au — 2 sin. E * cos, ? LM 
T 


prodibit iste valor — jen PE! qui valor egregie convenit cum 


sin. L^ 
. . tmi 
eo, quem non ita pridem pro formula f Ewa assignavimus, si 
quidem.loco Kk scribatur 2K. 
$ 181. Evolvamus etiam casum quo $6 — m, et for- 
am—!2z 
mula nostra integralis "na Kay , cujus ergo, facto z — oo, 
Yol. IV. : 47 
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valor erit 
(0—90 S [no 
7 Sin. DS ko e] .— m sm. [E98] 
az — km, "* in. ! 
k sin. Q sin. E t sin. Q 
Hujus autem posterioris fractionis, casu — T, tam numerator 


quam denominator evanescit; quare, ut ejus verus valor eruatur, 
loco utriusque ejus differentiale scribamius, quo facto ista fractio 
abibit in hanc 


90 (1 — 7) cos. [re-9-—- e] 


O0 cos. à ,! 
eujus valor facto ( —— 7 nunc manifesto est^ 1— 2 ; Sicque valor 
n EM * M m T ral ] 
integralis quaesitus erit (2). prorsus uti'in euperiore 


k 
dissertatione invenimus. 


$. 182. Quo autem valorem generalem inventum com- 
modiorem reddamus, ponamus 7 — ( — v, fietque 

sin. 9 — sin. € et cos. à — — cos. $5; 
tum vero erit angulus 


20-0 .ra — — Tea —n 


cujus sinus est sin. G— D. unde valor quaesitus nostrae for- 

.oTsin.(1— 2) a tC . 

mulge erit - —a.-:. B8tque hinc tandem sequens adepti 
. k sin. Y sin. ,- 





sumus theorema. 
Theorema. 


$. 183. Si haec formula integràlis 


ff. a"n—iüx (V. 
1-2- 2z* cos. w -- a3? — 


AD TOM. I. CAP. VIII. 371 


2 termino z —- 0 usque ad terminum z —— oo extendatur, ejus 

msn(1—2)w . . 

———— sive cum sit 
k sin. * sin. 777 ' 


valor erit — 


sin. (1— £2) w — sin. « cos. 7 — cos. w sin. 7, 
iste valor etiam hoc modo exprimi potest ] 


LL jn, 7^ 
7I cos. k .7t 8in. ES 








ks T^ — ktang.wsin. 77 
. $. 184. Consideremus nunc alio modo hanc formulam 
integralem . 


. ami P) x 
f& 2ax* cos. w —- ax?" 
cujus valor a termino x — 0 usque ad x — 1 ponatur — P, 
ejusdem vero valor ab z — 1 usque ad x — co ponatur — Q, 
it ut P -- Q exhibere debeat ipsum valorem ante inventum, 


Nunc vero pro valore Q inveniende ponamus x — 5," et formula 
nostra ita repraesentata 


x" ox 
12-2z* cos. « 2- x? omo 
ob E —— E: induet hanc formam 
y^" 9y mu ff. yh -7m-—1 og 
[xm co. wary oy 7 g!* ^- 2g cos. «4-1 " 
cujus valor a termino y —c 1 usque ad gy — 0 extendi debet. 
Commutatis igitur his terminis habebimus 
yh m—1 Oy 


2 f[LL-————- 
2 y?* -1- 2 yf cos. « 2-1, 


a termino gy — 0 usque ad y — 1. 
AT* 
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$ 185. Quia in utraque forma pro P et Q eadem con- 
ditio integrationis praescribitur, .& termino 0 usque ad 1, nihil 
impedit quo minus im posteriore loco y. scribamus zr, unde pro 
P 2- Q habebimus hanc formam integralem 


gm 2L gPk—m-—ti 2s. 2. 
[3 cos. «--zi* 
cujus valor, a termino x —— 0 usque ad x — 1 extensus, aequa- 


T Sin. (—2 Y- -— 
bitur huic expression! — rr Comparatis igitur his binis 
k sin. * sin. ^, 
formulis integralibus nanciscemur sequens theorema notatu maxime 
dignum. 





Theorema 


$. 186. Haec formula integralis 
f gm Lo xgk-m—i 2 
1-- 2 a* cos. X -- a? * 


4 termino x — 0 usque ad terminum $1 extensa, aequalis est 
huic formulae integrali 


am-1 oc 
Ja 2a cos. « .-a3 1 * 
& termino x — 0 usque ad terminum z — oo extensae: utriusque 
7 Sin. (1—7 D d 


enim valor erit 
4 sin. * sin. Ed 


€ 187. Quod 8i hanc fractionem 
sin. 4 
15-2 a* cos, q - a 
in seriem infinitam evolvamus, quae 8it 
sin. 4 2- Az* 4- Bz* -- Cx5k -- Dxdk 2L Ex5k —1 etc. 


-— 0000000 
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per denominatorem multipicando perveniemus ad hanc expressio- 
nem infnitam ^ . 
sin.p-sin.q4- A a* -- Ba?* 2e Ca3* a Daxüt 2L East 2CFxSk — etc, 
--2sin.*cos.* 4-2 Acos.» 4-2 Bcos.*j 4-2Ccos.v - 2Dcos.*]--2 Ecos.) -etc. 
-- Sin.q -- À -B, xc --D  -retc. 
unde singulis terminis ad nihilum reductis reperiemus 
19. A —- 2 sin. «| cos. 4 — 0, hincque À — — sin. 2» 
29. B - 2 A cos. | -i- sin. « — 0, unde fit B — sin. 3x 
39. C -- 2B cos, « -- A — 0, unde fit C — — sin. 4 
49. D 4- 2C cos. -i- B — 0, unde fit D — sin. 5x 
etc. etc. 
Sin. 4 


ita^ ut nostra fracüo — ——————— 
a -- 22k co8. 3 —- x? 


———34 resolvatur in hanc 


seriem 
sin, € — z* sin. 2n-2* sin. 34 — x* sin. 4» 1-4 sin, 5| — etc. 


$. 188. Multiplicemus nunc hanc seriem per 
a"—! 9m -L a9—-m—i)üz, 
et post integrationem faciamus x L—— 1, ut obüneamus valorem 
hujus formulae 


a gm-—i -- xfk—m-—i 2 
sin. ——$3————————À5 
! f 2x cos. «-- ask T 


pro casu:z —c 1, hocque modo perveniemus ad' geminas sequentes 
series E ^a B ' 
semp ^ t sin2n Qo sin3n —Csincdjm HE sin 5m 
m m-k T más 7 mask T mda 77 806. 
sin. LIN sin. sin. 2n sin$m — sin. An sin. nl 
Sk-m — St—m T diem — Pkeom T dem 7 89 











Aggregatum igitur harum duaram  serierum junctim  sumtarum 
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. . , Ts. (1— 7 . . 
aequabitur huic valori "y a5. Unde subjungamus adhuc 
sin. —— 

k 


istud theorema. 


Theorema. 


$. 189. Si w denotet angulum quemcunque, litterae vero 
m et k pro lubitu accipiantur, ex iisque binae sequentes series 
formentur 

Pc sin. sin. 20 -yofiw$n sin. sin.35 Led reBmoy 





m — m-h ! mph — m-3k | md 7 940 
— sin» sin.27 sin. 5». sin.An sin. 5» 
Q— d Bicm T ]om C som d dos C 


neutrius quidem summa exhiberi potest, utriusque autem junctim 
sumtae summa erit ! 


Corollarium. 


$. 190. Quod si ergo angulum * infinite parvum capia- 
mus, ut fiat 
sin. y — €, sin. 2€ — 2w, sin. 3X — 3*, etc. 
quia in formula summae flet 
. m — m . 
sin. (1— 2) w— (1— 2); 
si utrinque per » Gividamus, obtinebimus sequentem! seriem geminatam 
1 
m 
r! 4 5 
Cm Gom dx — 5u-xc ü—m 


ENRNEP 
ze tm mas oU mda 00 


— etc. 


T 
cujus ergo summa erit (— E3] Ksin. 9 , ubi notetur, ambas istas 
sin, 
k 
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series non incongrue in hanc simplicem contrahi posse 


2k 8k —-L 18k —— 89k 
S Gk—m) — (m-Fi) Gk-—m) " (m-F3k) ük—m) ^ (m-Fik) (Sk) ^ 61 


ubi numeratores sunt numeri quadrati duplicati. 


$. 191. Formulàe autem, quarum valores hactenus irive- 

nimus, multo' concinnius et elegantius exprimi possunt, si loco ex- 

ponentis m scribamus k— 7, tum enim in valore integrali invento 

fiet (1 -X) 9 — "js at vero pro denominatore fiet" — m — 7T, 

cujus sinus erit sin. ü ; Sicque nostra formula inventa hanc induet 
Soa 

T ein. X 


formam » quae ergo exprimet valorem hujus formu; 





k sin, i ein. "7 
lae integralis 


f gh71-10x ! . f 
.1-- 2a* cos. w-- a9*^ 


] 4 € 
sb z — 0 usque ad xz — oo, ut et hujus formulae 


[zx p xk-n— 1 


————————À3 oz, 


1—- 2 x* cos. v -- x?* 


a termino z — 0 usque ad terminum z — 1; et quia utriusque 
Trsin, 72 
valor est 





z;5: Perspicuum est eum manere eundem, etsi 


. k sin. » sin. ^ 
loco n scribatur — n, ex quo prior formula ita repraesentari 
poterit : 


xkta-i 
fas 
1—- x* cos, « 2- 29* . 
at posterior formula ob hanc ambiguitatem nullam plane mutatio- 
nem patitur. 
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$. 192. Ponendo m — Kk ——- n etiam series nostra ge- 
minata pulchriorem accipiet faciem; habebitur enim 








- sin. tmo sin. 25 sin. LL sin. sin. Àn 
kb—n ma sk—AaC M. ee 
sin. v sin. 27 sin. 85 sin. in 
kn —ika ka dpa 6 

. QoT sin. Z2 . . . 
cujis ergo summa erit ke "a" Tum vero Si hae geminae $8e- 
sin. . 
E 


ries.in unam contrahantur, et utrinque per 2k dividatur, obtinebi- 
tur sequens summatio memoratu digna 

7 sin. z .. sin. " 2 sin. 2W ^3 sin. ZA NN 4 sin. 4*9 
2kk sin. t U.kk—nn ^ ákk—nn . gkk—nn ^. ^ 16kk-nn 





—r etc. 


$. 193. . Quodsi haec postrema series differentietur, su- 
mendo solum angulum w variabilem, ob . 
n» n9» n7 TL —a 


9 . sin. 2 — "3 cos. 3] 
habebimus 
Th cos. b LL €08. 4cos.2€ ^9 cos.3€- - f6cos.Àw 


2 k? sin. "7 —hkk—na ^ Akk-nn ' 9kk—nn — i6kk-mn 5 ^ 
Unde si sumatur «4 — 0, orietur ista summatio 
ch ——— 14 4 9 16 


——L——————- 4 
2Isin. 7 kk—nn  Akk—nn  9kk-nn - 16kk-nn 





— -r etc. 


Sin autem sumatur. * — 90? — 7, erit 
C08. Y] — 0, cos. 24 — —1, cos. 3€ — 0, cos. 4« — -- 1 etc. 
unde nascitur sequens series 2- -. ] ! 


nu m 
n" cos. 8 4 16 36 64 


———À —— MÀ — ——— — etc. 
2k? sin. t —-Akk-nn — 16kk-nn -* 36kk—-nn 64kk—nn e 
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Quia sutem sin, "7 — 25in.j; cos. 57, erit ejusdem. seriei summa 
n" 


i3 ain, "7^ 
Ak? sin. 77 


$. 194. At si series illa $. 192. exhibita in Qv ducatur 
et integretur, ob 


in."! — — * cos, .. eri 
Ow sin, "à — — T cos 7. , erit 





2" . 
7 COS. X cos.Y cos. 2 Cos. 3 cos. 4 
T Gakén i Kk-nn f dkk-nn Ski-nn ^ D6lk-nn C7 


Ut autem hic constantem addemdam C definiamus, sumamus €—0, 
fietque . 
c To 4 1 

7 2nksin. E ok —mn "akk—nn  S9kk—nn 
quare si hujus .seriei summa aliunde pateat, constans C definiri 
poterit, Series autem haec in sequentem gemimatam resolvi potest 








2nC T 40 1 n 1 1 —Lens J| 
ks T7 keen 2kA-n ^ 3k--n  dk--n ^c 


1 1 Li 


X—i "2k—n sk—n Ak—mn € 


$. 195. Cum igitur in Zntroductione im Analgysin Influi- 
torum pag. 142. ad hanc pervenissem seriem 





1 1 1 . 
kk— mn ^ Ak-—nn 9k an^ i6kk—nmn 5" 
0o i 
Cmwek iun 
Yol. IY. ' 48 
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(hic scilicet loco litterarum ibi adhibitarum m: et m scripsi n et Ky, 
hoc valore adhibito nostra aequatio erit 








c T Ll T 
2nksi. "7 — 2nn. 2nk sin, "E" 
unde fit C— ;7;. Hinc ergo habebimus. istam. summationem: 
7r COS. * —-d. Ll 00& ww ^ co 29 — 
2n kein, 55 2nn' ^ kk—nn — Akk— nn. 
cos. 9 cos, 4^ 


Skk — nn. — 16kk—ni 


quae: series, utique: omni; attentione digna. videtur. 
SEEDS 


7T» Metliodus inveniendi. formulas.integrales:.quae certis: 
: casibus: datam. inter se teneant rationem, Opuscula: 
4fnalytica... Tom;. II. Pag..118 —216.. 


$.. 196.. Quemadmodum. in- seriebus: recurrentibus. qui- 
libet: terminus. ex. uno- pluribusve- praecedentibus. secundum legem: 
quandam; constantem; determinatur, ita. hic- ejusmodi. series: sum. 
consideraturus-, in. quibus: quilibet: terminus. ex. uno- plüribusve- 
praecedentibus. secundum. quampiam legem, variabilem. determinatur. 
Quoniam: autem. in: talibus. seriebus- formula: generalis: singulos. 
terminos exprimens. plerumque, non. est. algebraica;. sed transcen-. 
dens ,. singulos. teiminos- per. formulas- integrales. exhiberi: con« 
veniet, quae. ut valores. determinatos- praebeant, post; integratio-- 
nemr quantitati, variabili: valorem. determinatum. tribui; assumo, 
ita ut singuli termini prodeant quantitates: determinatae ;- atque: 
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' mune quaestio principalis huc redit, quemadmodum istàe formulae 
integrales debeant esse comparatae, ut quilibet terminus :secundum 
datam legem «x uno pluribusve praecedentibus «determinetur. 


$. 197. Quod quo clarius perepiciatur., *contemplemur 
seriem notissimam harum formularum integralium 


49x . 
[e fri TA Tre. bind 
quae si singulae ita integrentur, ut evanescant posito x — 0, tum 
vero variabili zx ribuawur valor —— I, quilibet terminus à prae- 
Cedente ita pendet, ut sit 
xxor 


Yaua-—zx)-— CEMven 
f[ 4 x*ox jf. zxzrox 
Yü—sz)— 2j Ya—zz)! 


Jy f vias 

atque in genere 
zm 
yü—sz— 
Unde .patet, hanc formulam :generalem .spectari posse tanquam 


terminum generalem illius" seriei, atque «quemilibet "terminum ex prae- 
cedente oriri, si iste multiplicetur per *7—!. 





- $ 198. Ad similitudinem igitur hujus «casus seriem for- 
mularum integralium ita in genere :constituamus, 
Jv, fxQv, fzxQv, fx30v, fx Qv, ete. 
ita ut £erminus indici . respondens sit /a?—!0v, quae singula 
integralia ita' accipi sumamus, «ut evanescant posito .z — 0, post 
integrationem .autem quantitati variabili z: iribuamus quempiam 
valorem :constantem, veluti z —— 1, vel alio *enipiam numero. 
Quibus pósitis quaestio huc redit, qualis pro v assumi debeat 
functio ipsius z, ut quilibet terminus per unum, vel duos pluresve 
7 . 48* 
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praecedentes, seeundum legem quandam datam utcunque variabilem, 
sive ab indice n pendentem, determinetur; ubi quidem imprimis 
eo erit respiciendum, ad quot dimensiones index nm in scala re- 
lationis proposita ascendat: 'plefumque autem: non ultra primam 
dimensionem assurgere «erit opus. Hnc igitur sequentia proble- 
mata pertractemus. 


Probhlemalt 


! €. 
$. 199. Invenire functionem v, ut istu. relatio inter 
binos terminos sibi succedentes locum halieat: 


Ja*Qp — gis fh Qv. 


SorPutio. 
Requiritur lWgitu hio, ut sit 
(an - a). fa^—10v — (Bn £) fa 3v, . 
si Scilicet post integrationem. variabili z  cerius valor tribuatur: 
Quoniam igitur ista conditio tum -demum locum hahere debet, post- 


quam. variabili x: iste valor constans. fuerit datus, ponamus in ge- 
nere, dum zc est variabilis, hanc aequationem locum habere 


(an a) fx^—1 9v. — (Bn a- b) f^ 0v 2-Y; 


quantitatem autem V' ita esse comparatam,, ut evanescat postquam 
variabili ille valor determinatus fuerit assignatus. Praeterea vero, - 
quia ambo integralia ita capi assumimus, ut evanescant posito 
2:—— 0, necesse est ut etiam ista quantitas V eodem quoque 
caeu cvanescat, d 


$. 200. Quoniam fíaec aequalitas gubsistere- debet pro 
omnibus indicibus n, quos quidem semper ut positivos: spectamus, 
"facile intelligitur, quantitatem istam V factorem. habere débere- z*; 
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quo pacto jam isti conditioni satisfit, ut posito x — 0 etiam fiat 
V —0. Quamobrem statuamus V — z"Q, ubi Q denotet functio- 
nem ipsius x proposito accommodatam, ' et quam simul ita com- 
paratam esse desideramus, ut evanescat si ipsi x certus quidem 
valor tribuatur. 


$. 20f. Cum igitur esse debeat —, 

(ana) /x—! 9» — (Bn-- b) jx*Qv 2- x" Q, 
differentietur ista aequatio, ac differentiali per an, diviso perve- 
mietur ad hanc aequationem differentialem 

(an4-a)àv — (Bn-- 0) züv 4- nQOw —- 209, 
quae. cum subsistere debeat pro omnibus valoribus ipsius m, ter» 
"mini ista littera affécti seorsim. se tollere debent, unde nanciscimur. 
has. dnas aequalitates . 7 

L (a— 82)0v — Q0z et 

II. (a—b2z) àv —x0Q. 


Ex priore fit Qv —SEx. ex altera. vero Qv — IZ, qui duo 
valores inter se aequati :suppeditant hane - aequationem E L 
25. CIE quae aequatio resolvitur in has partes 

3Q.. 4.80x , aB—ba, 9x 

Q7. aae 


cujus ergo integrale erit 
4 —5 d, 
Io Ix — T * d(« — 8x); 
unde deducitur 





s da—aBc . 
Q — Cat. (a— gz) || . i ; 


$ 202. Ex hoc valore: pro Q' invento statim patet; eum 


evanescere casu zx — $^ si modo fuerit ^ ETT sin autem. 
secus eveniat, non patet quomodo, haec quantitas ullo casu." 


^ 
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evanescere queat. Invento autem hoe valore 2 inde reperietur 
ba—a 8. 
Qv — Ca* 9x (a—x) *? 
"hineque mostrae seriei terminus indici z respondens erit 
bo — af 


furidy — Ca s — 'Oz(a—Qgz) 9 — 


um vero erit 


—1, 


aad . 


Yi M 5 (a— gc 


Ubi res ruis .eo redit, ut ista quantitas praeter casum x — 0 


insuper .alio casu .exanescat., 


X orollarium 41. 


$. 208. Hic .duo casus occurrunt, «qui peculiarem evo- 
utionem postulant; prior est, quo & — 0; .tum .autem inchoandum 
.erit ab aequatione 30 ——eu3», nde integrando elicitur 
AQ- &c$ la, .hinceque sumendo .& pro numero cujus logarith- 


mus hyperbolicus — 1, .colligitur 


"EE 
Q— dis. xn 
.quae formula jin nihilum abire nequit, misi .fiat 5. — — oo, ideo- 
.que .z« — 0, sicque ;non .duo haberentur casus, .quibus;fieret Y — 0, 
.cum tamen .duo .desiderentur. Interim autem "hinc fiet 
a 
d x823x 


& — Bx 


vl 
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Corollarium 2. 


$..204. Aler casus peculiarem. integrationem postulans. 
erit quo (3 — 0; tum autem erit ag — 3z0—b3" wnde fit IQ — 


«o . ud 


£1x — '£, ideoque Q — " .€* , quae- formula casu z — oo 
evanescit, si modo. fuerit H4 numerus positivus, sin autem E fu fuerit 
nnmerus. negativus, tum. à evanescit casu: x Lc — «c. Porro: 
vero- hoc: casu. fiet ! 

a —bix 


a*.e Qm 


a— (Qa. 





dv —. 


Scholion. . 

f 205. His in. genere: 'observatis- aliquot: casus speciales: 

evolramus, quibus: litteris: a, BB et a, b^ certos: valores- tribuemus,. 
qui- adi casus- jam: satis: cognitos: perducant; 


Exemplum t. 
$ 206:  Quaerantur- fórmuláe- integrales, ut fiat 
, fa Qv — ÉD funt 9v, 
Cum: igitur hic: esse: debeat: 
(2n— ))yx-*0v — 2nfa*àv; . 
erit lioc- casu: q/ Z2 2' et a — —1, tum: vero (3; Z2 2 et 5 20; - 
hinc: fit: 


3Q. 0 Ox: 2. 0x. ar 
"TQ 777 4x (73) — 347 3 (0—2x)' 


undé- integrando: 
iQ— —4z (zy 
idéoque- 
Q— cy, ergo V —. Cant. 
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Porro cum fhic sit Qva , 'erit 


Cox Yz Cox 
' »— 2(1—x) 2y(x —zz)' 
sumto ergo C — 2 erit Qv — rc ; €t formula nostra 
generalis 5. . 
ag*t—1i 
fa"-!àv — or 


y(z— xx)' 

ande cum sit'Y — x^ y/L—*, haec qüanütas manifesto evanescit 
&umto z — 1, ita ut nostra formula, si. post integrationem statua- 
tur xz — 1, quaesito satisfaciat. .Quod si jam ponamus xz — gg, 
yin—3 oy 


ista formula induet hanc formam 2 -7— — —. , quae, posito post 
yü—gg) 9h Pe P 
integrationem jy — f, praebet hanc relationem 
NE yay lm Eg E pL y-*0y 
ya-u— Ya— w)' 


quáe continet relationes supra [3 197. commemoratas; hinc enim fiet 








; . 239» 1f. 99 . 
' 9r 2 Ya792* 
f 219» 229» 
Ya-»» —5 VT 
ota» » - 
Yam») — y tt 


Exemplum 2. 
$. 207. Quaerantur formulae integrales, ut fiat 
Jah dy — ELÉ fani Qv. 
Cum igitur hic esse debeat 
-(an—1) /à71 0v — an fa*àv, 
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erit hoc óa$u &:— -e1, (3 zz a et b.cz : 9, onde pet forimohs 
^eupra datas colligitut . 
. - -— - zl 
Q—Cas (z—ax)* zz Ox (—2)* 
quae. quantitas manifesto evanescit posito z — 1. Tnm autem erit 
: A HM : S 
m (de 7 
EEHICEOLETER . 
7 0-3) 
"nde formula nostra generalis erit 
nL-—i 
— id 
Jan-i àv —J/- 2C (Lay t 57i 3e f js 
U 1—-2)! —i 
quae concinnior redditur, faciendo z — j*, tum e. 2 induet - 
an-—2 
hanc formam 2 99 1» Ubi iterum post integratiohem  statüi 
250 € 
debet y — 1. Erit hinc 
—s — —s 
yo? y. grt py 9y 


g—i a-i* 
an 
(—9)* a—y3* 
etque hinc orientur sequentes caeus OL 


4 | ft y!*-3 3g La. y*-? 9y. 


2—i— Ua ai et 
(a—)*- G-»- 
yi2—? 3y e quet ay 


2—i 2a 2i 
(1 g^) a (1—97) a . 
$. 208. Hinc igitur sl sumatur a — 1, ut fleri debeat 


Ju" Qvzctut ah! Qv, - . 
Yol. IV. Ap: 
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formula nostra generalis jam in y expressa erit /j"—?0 y, cujus 
ergo valor est ;—i yii — il, unde tota series nostrarum 
formularum integralium abibit in hanc , 


bb5Gbbbb5bbet. 


$. 209. Sumamus etiam a — i, et jam non amplius 
opus erit ad y procedere. Hoc igitur casu erit . 


Q— e n àv — c-mm 





unde formula nostra generalis fit 
Jfau-i0vy — fx" (1—2)0z, 
cujus ergo valor algebraice expressus -erit 
ai x—5 — VL oxi — gno 
unde series nostrarum formularum evadct 


1 1 1 1 1 1 t 
$7715 vu* ni? EG? 3d dos 6 


Exemplum 3. 


$. 210. Quaerantur formulae integrales, ut sit 
Ja" Qv — nfan—iQv. 
Cum igitur esse debeat 
nfa"—iàv —4. fz*Qu, erit 
&—1,a-— 0, b—cz i,  i— 0. 
Cum igitur sit (3 — 0, casus Coroll. 2. hic locum habet, inde- 
que erit Q — «&—*, ideoque V — .e—*. z^, quae quantitas his 
duobus casibus evanescit x — 0 et x — oo. Porro vero erit 
Qv — e-*0z, hincque formula , nostra generalis fiet /ux^—! 
Oz .e67*, unde ipsi seriei termini ab initio sequenti modo se 
. habebunt 
JK67* 0z, fe-* xüz, fe-"? xzÓm, fe-* x) 0x eic. 
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quibus integratis ita ut evanescant posito z — 0, tum vero posito 
Xx —— oo, orietur sequens series satis simplex 
. 1.4, 1.2, 1.2.3, 1.2. 3. 4, 1. 2. 3. 4. 5, etc. 
. quae est series hypergeometrica. Wallisi, cujus ergo terminus ge- 
meralis est 
Jfau*-i ec? üx — t 2. 3.4... . . (n—1). 


.$. 2117 ' Ope ergo bujus termini generalis hanc seriem 
interpolare ,licebit. Ita si quaeratur terminus medius inter duos 
primos, poni debet n —$, ac valor hujus termini erit. fe^* 0x yz, 
cujus autem valor nullo modo algebraice exprimi potest. Inventi 
sutem. singulari modo hunc ipsum terminum aequari 1 y/m, deno: 
tante 7r peripheriam circuli cujus diameter — 1, unde hic vi- 
eissim cognoscimus esse Je-* 0a ys, posito scilicet post 
intégrationem z —— oo. "Terminus. autem .hunc praecedens, indici 
e-*om 
ys 
Quod si hic ponamus &* — y, iíà ut posito z — 0 sit y — 1; 


e-* Ox 
at posito z — oo fiat y o9, tum.ergo ista formula Ys - 


i respondens, erit — y/m, cui ergo aequatur formula 


abit in hanc np: M quae formula si ita integretur ut evanescat, 


posito y — 1, tun vero fiat g, — oo, praebet valorem ipsius ym., 
Si porro fiat y — 5, erunt termini integrationi Z--1, et zz—0, 
€t formula integralis erit i E 


oz a z-c14 
UJ y—iz » Ege Ym 
sive permutatis terminis integrationis erit 
oz az-— 
MEE y—1iz [i z-— d Ys. 


quemadmodum jam olim observavi. 
49* 
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Exemplum 4. . 
$. 212. Quaerantur formulae iptegrales, u sig 


Ju? dv zz a fa" 71 Qv, sive. 
| fani Qu — nfs* Qv. 


Hic est 4 — 0 et a — 1, (9 — 1 et 5 — 0; qui ergo est casus 
504 
in Coroll. 1. tractatus, unde colligitur fore Q L— e*, ideoque 


4 
V2 x" e", quae formula nequidem evanescit sumto z— 0, quan- 


doquidem' formula J aequivalet infnitó infnitesimae potestatis. Hie - 


autem miro modo evenit, ut casus z ——c — 0 reddat formulam 
- 
6* subite eranescentem. Scilicet, si o denotet quantitatem infi- 


—- 

mite parvam, erit d zres*, tem) vero repente fiet cu — mE 

Z0, quam ob esusem formulam hinc exhibere mon licet scopo 
HE 

nostro respondentem, ^ Reperietnr quidem Qv — — € v , ita nt 


. 1 
formule nostra generalis futura git —— *-30z 6 quae autem 


mohis nullum usum praestare potest. 


$. 213. Quod-si hic ponamus ,—c y, formula ista' ge- 
neralis transit in hana 4 S 'At vero mune erit "A 
quae formula evanescit posito, y — 6e. — Quombdaemnqme autem 
hanc expreesionem transformemus, emper idem incommodum 9c- 
curet. Interim tamen etiam hunc casnm sequenti modo. resolvere 


licebit. Sit enim seriei, quam quaerimus, prNS ternmisua —— a 





AD TÓM. E. CAP. VIII. ! $89 
ex que prr regulam praescriptam saqgentes ordime ita procedept 


12 3 4 5 ] » 
o 0 [LECRN : u 
O0» 1.5.13? 123? 5334?  " bg -.-(G-—1 


Supra autem vidimus, hujus formmlae 1.2.3.4. 5 .....(n—1) 
valorem exprimi per hoo integrale /x*—* e—* Ox, integratione ab 
z — 0 ad x — oo extensa; tantum igitup epug est ut hanc for- 
TQulam integralem in denominatorem trensferamus, «i seriej quam. 
quaerimus terminus generalis erit 

t 


fai ec? da 


. unde satis intelligitur, negotium non per simplicem formulam in- 


tegralem expediri posse, quod idem quoque tenendum est de aliig 
casibus, quibus quantitas Y non duobus casibus evanescere potest;. 
tum enim tantum opus est fractionem ri invertere, atque for- 
mulam integralem in denominatorem transferre. 


Secholion. 
$. 214. Nisi sit vel a — 0 vel (3 — 0, quos. casus jam 


expedivimus, resolutio nostri problematis semper reduoi potest ad 


casum, quo ambae litterae a et (3 sunt aequales unitati, Cum 
enim esse debeat 


Ja" dv— gaps nnt 9v, 


ponatur "--— 2 » fietque 
8 2v — 50 APT 9v 
quae aequatio reducitur ad hane formam . 


FADERRLIT pP 8T i Uv. D. 
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Quod si jam nunc loco i Scribamus a, et b loco 8v resolvenda 
erit haec formula . 
Es — 

Jy? 9v — ES /'yn710v, 
cujus resolutio , si loco z scribamus g et loco litterarum a et (3 
unitatem, ex superiori solutione praebet primo 

Q — Cy" (1— y)—*, 
quod ergo evanescit posito s — 1, si modo fuerit b 7 a, tum au- 
tem erit ipsa formula 


fy71àv — Cfyrtt-tay (17 yy7-7t5 
sin autem fuerit b 4 a, haec solutio, uti vidimus, locum habere 
nequit; verum hoc casu pro termino nostrae seriei assumi debet 


1 
haec forma ————— , ita ut tum esse debeat 


Jy tiàv - 
1  n-ra 1 
fyàv  n--b ^ fyx—!àv 
fy3v— s [r7 10u, 
enjus resolutio permutatis litteris a et b^praebet 
Qo-ecy(-uyy-A 
quae jam casu y —c 1 evanescit, si fuerit a 2- b, atque tum erit 
formula generalis 


fy 0v c Qfyrti-tiüg (1— gy-h-t. 


Sive igitur sit b 7 a sive a 7 b, soluto nulla amplius laborat 
difficultate. 


, Sive 


$. 215. Sin autem fuerit vel a — 0 vel (3 — 0, loco 
slterius etiam scribi poterit unitas; unde si esse debeat 


fa 9v — E Jf 3*7! Qv, 
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ob & — 1 et 8 — 0, solutio nostra generalis dat 
30 — 32 (a — bz); 
E 


. g 
unde colligitur Q — Cz*. 5-5", quae formula evanescit posito 
X — co, si modo b fuerit numerus positivus; tum autem ft: ter- 


minus generalis 
fa*-iüy — Cfatvta—iüx.e-7. 


At vero numerus Db nmegativus esse nequit, quia alioquin conditio 
praescripta esset incongrua. 


$. 216. Consideremus etiam alterum casum, quo à Lo, 
et (9 — 1, ideoque conditio praescripta 


Jav iÁwc 9v, 





Hinc autem pro Q orietur valor, qui praeter casum z —— 0 eva- 
nescere non posset; quam 'ob causam formula generalis statui debet 


1 
Jav ita ut esse debeat 
fx" àv — Exi Jfx^7! àv, VO 
unde prodit : 


e- 95 (b —ax), ideoqee Q — Ce, zh, 
quae expressio evanescit posito 2 —c oo, quoniam G  necessário 
debet esse numerus positivus; tum autem erit 
Qv — Ce-**, a*Qz, 
unde formula generalis seriei erit 
: j 
,Cfatth—i Qu. ec 


' 
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Problema 2, 

Denotel T. terminum indici n respondentem. i in serie quam 
considerandam. suscepimus, at vero T! terminum sequentem, atque 
propenatur haec cónditip adimplerida 

(an--«) (£n) 

T- (Bn4-) (Pr 9) T. 

8olutlo 


$ ?1T. Quonist hic valores getineti occurrunt, huie 
conditioni commodissime satisfiet, si terminus generalis T tanquam ' 
productum ex duobus factoribus spectetur. Statuatur igitur T — R$, 
sitjüe tefminus sequens — R'S/ et quaerantur formulae R et S, 
ut fiat — 

» an--a / LO 0'n--a 

R'—gP Re eS — ep S 
tum enim sumendo T — RS conditioni praeseriptse manifesto 
satisüct, Hoc igitur modo pro R et B8 vel hüjusmodi formulae 

1 . . : 

f**—i983v, ve inversae fastos reperientur, id quod pro sola- 


tione generali sufücit, unde rem exemplo illustremus. 


Exemplum. 
$ 2148. Quaeratur formulá generális T, ut fiat 
Resolvamus igitur T in duos factores R et 8, ac statuamus 


""—Cc 
F-US cT 


R/—'Ras -— i $c 
Pro. .priore forma $i élatuamus R — /x'--!9v, ex solutione £ene- 
rali, ubi erit a — 1, a — — c, (9 ——1 et b —z 0, fiet 
Q-—Ca-* (i— zy, 
quae forma manifesto evanescit posito z —— 1, bincque quia üt 
vyzcat— (t—zYy, 


. 
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Ihaec forma etiam. casu a —— 0 évanescit, si modo m fuerit 2c, id 
quod tuto assumi potest, quia exponentem zm successive in infinitum 
crescere assumimus, ac plerumque pro c fractiones tantum accipi 
solent, Hinc ergo erit 


R c C/a"—0—! (1—xy-—102z. 


$. 219. Hinc jam alter valor litterae 8 deduci posset, 
&cribendo tantum — c loco c, twm autem non amplius fieret 
Q — 0 posito z — 1, quamobrem pro S8 formulam inversam 
ED assumi oportet, ut esse debeat. 
faxnQvli Jan! àv, - 
ubi cum sit & — 1, a—0, (3 — 1 et b.—e, reperit Q— C 
(1— x), quae forma manifesto fit — 0 posit x — 1, hinc 
autem prodit ! : 
Qv zc C (1— xy710x, 
*rgo habebimus 





1 . 
$— gros 


*consequenter formula nostra generalis quaesita erit 
fan—5—1 (1— zy—! 0x 


T— fx (1—zy7 ;Y3 


$. 220. Quod si ergo nostrae seriei per factores proce- 
dentes primum terminum ponamus — A, ipsa series erit 


Log LI. IV. 
d—ec 4—c6  A—ec i—ec 4-—cc 9—cc 
ACA TM tmo Uo toto As ele 
unde si sumamus c — j, erit haec series 
13 t3 3.5 13 35 57 ) 
A zihiata/ £itad] 66 etc. 
Vol. IV. : $0 
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eujus ergo terminus indici » respondens est 
yz (1— 2) ! ox 
px" La) da 

qui posito x — gy transit in hanc formam 
fy" 7 .— yy) oy ; 


2n—1 — 
/9 (1—sy) ?3y 
unde patet, terminum primum fore : I 


—f.39»  .f »9» ——m 
A—f 255 yay» — 5! 


posito Scilicet post integrationem y — 1. 


Problema 3 
Denotet. T terminum seriei indici n respondentem, sintque 
T' ek T" termini sequentes pro indicibus n--1 et n-- 2, si pro- 
ponatur inter ternos terminos se insequentes talis relatio, ut sit- 
(an -- a) T — (Bn -- &) T^4- (yn 4- c) 2", 
investigare formulam pro T, qua terminus generalis hujus seriei 
'. exprimatur. 
$olutio. . 
$. 221.  Assumatur pro T formula integralis /z?—! Q v, 


hujusque integrale ita capiatur, ut evanescat posito z — 0, erunt- 
que termini sequentes 


T/—Ju" Qv et T7 — fx19v, 
siquidem post integrationem variabili z certus valor determinatus 


tribuatur. Quamdiu autem haec quantitas x: ut variabilis specta- 
tur, ponamus esse ' 


- (an--a) T — (fn--b) T--(yn--c) T^4- a^Q, 
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ac perspicuum est OQ éjusmodi functionem esse debere ipsius c, , 

quae evanescat, si loco z valor ille determinatus eubstituatur, quem 
autem a cifra diversum esse oportet, quoniam jam gssumsimus, 
omnes istas formulas in nihilum abire posito x — 0. Quodsi 
vero, absoluto calculo, huic conditioni nullo modo satisfieri poterit, 
id erit indicio, problema mostrum hac ratione resolvi non posse, 
ut scilicet ejus terminus generalis T per talem formulam differen-. 
talem simplicem ^^ 19v exhibeatur, 


$. 222. Differentiemus nunc aequationem modo stabilitam, 
ac divisione. facta per z"-—! sequens prodibit aequatio 


(41-2) Qv zc (Bn--b) x0v-(yn9-c) zz0vA-nQ0x--z20, 
quae, quia termini littera 7» affecti seorsim se destruere debent, 
discerpetur in binas sequentes aeqwWationes 

19. «0v — (zv -i- yxxàv 4- QOz, 
29. adv — bxQv-- czxQv--2x0Q, 
ex quarum priore fit 


— Q2x | ^ 
Qv— a—Ba-—Yyaz! 
ex altera vero fit . ) 
à» — ,.— £9 


8 -—$az-cza* 
quorum valorum posterior per priorem divisus praebet 
LI Ox (a—bz—czxrx) 
Q 77s (a—Bx—ysz)' 
ex cujus ergo integratione valor ipsius Q elici debet, quo facto 
facile patebit, utrum is certo quodam casu praeter x — 40 eva- 


nescere possit. Imprimis autem hic notari convenit, si hoc in- 
J LS 


iegrale involvat hujusinodi factorem .e?, tum solutionem quoque 
Successu esse carituram, quandoquidem posito 2'—— 0 iste factor 
tantam involvet infiniti potestatem, ut, etiamsi per z* multiplicetur, 
productum etiamnum infinitum maneat. ' , 


50* 


"^ 
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$. 223. Quodsi igitur his conditionibus praescriptis eatis- 
facere licuerit, tum imvento valore litterae Q, quem. ponamue fieri. 
-— 0 posito z —./, habebitum 

— Q2ax 

àv — —Bzs-—ysa* 

et formula generalis naturam seriei complectens erit 
^ ox-100r 
T—Jfwilf[——29. z 
"a ae tym 
quippe oejus integrale, & termino z ——- 0 usque ad' terminum 
. €,— f extensum, praebebit valorem. termini T, indici cmicungpe- 
, respondentis.. 
x 
. $choliom 

f. 324, Inwenta autem tali relatione: inter ternos ter. 
minos cujuspiam seriei. sibi invicem succedentes, inde more solito. 
formari. poterit fractio. continua, cujus valorem assignare licebit. 
Si. enim. characteres T', T^, T^, T!V, etc. denotent ordine omnes 
terminos post T sequentes in: infinitum, ex. relationibus, quas inter. 
se tenent, sequentes. formulae deduoentur. Ex relatione- 


(«n.—- a), T — (Bniai- by T^-- (ym 2- e) T^. 
deducitur . 

(ena) 5 — (ta 
Ex relatione sequente 


(a n a.2- ay, T^ — (fni-- 2-8) T^4- yn Yy2-6)T/^ 


deducitur 
'(an2-e--a) T, — Bh-- Ba-)-- CY - 2 etel 


Simili: modo sequentes relationes. suppeditabunt 
(an-i-2a-- 2) 5» — fn-i- 28--6-- CERE pes 


2a- x9 («n-a--a)^ 
(sna) TIPUU 
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(an--3a-- d) E, zc (fBin-e88 -- 9) -- CEEPHED TUE , ete. 
vnde manifestum ét, si in prima formula continuo sequentes va- 
lores ordine subetituantur, prodituram esse EMEN contisuam, 
emus valor aequalis erit formulae (an-- a)5- 


$. 225. Quod ei ergo loco m successive scribumus nu- 
meros 1, 2, 3, À, eto, sequens problema ciroa fractiones contie - 
muas resolvere potorimug.. 


Proplemse& 4. 
Proposit& fractione continua. hujus formae 
f£-- Ui -i- (y--c) (224-a) 
88r (ye ara] 
S8-b-ry- (ara) 
Af -i- b—- (4'y—-c) (62-2) 
&(3 i-b—- (5c) (x3) 
. 6(93-5—- eic. 
ejus. valorem: investigare:. 
S$oluwtio. - 
$226, Consideretur in genere ista. relátio. inter ternas. 
quantitates sibi succedentes T, T', T^, quae sit 
(gn2-2)T — (fa 4- b) T 2- (yn2-6)1", 
atque ex. praecedente problemste: quaeratur velor ipsius Ty siqui 
dem. fleri: potest, loc modo expressus: 
T—J/ax*-i0v vf zio * 
— (ix —yzz 
eujus integrale ab x: — 0 usque. ad. x. — f extendatur, qua for- 
mula- inventa. ponátun. 
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fz- c Aet [IRI -— B , 
$t& ut À et B sint valores ipsius T, pro casibus n — 1 et n —2,. 
quibus definiis fractionis continuae propositae velor per praece- 
dentia erit — i25, Hanc igitur investigationem ad sequentia 
exempla aocommodemus. t : 


Exemplum 1. 


$. 227. Investipare valorem fractionis continuae notissi- 
mae, quam olim Zrouncherus pro. quadratura circuli protulit, 
quae est 

2-r- 14.1 

22-3.8 
.2-2- 5.5 
2 - etc. 

Quia omnes partes integrae laevam respicientes sunt constantes 
— 2, pro nostra forma generali fiet 

-- 5 —2, 20 -- b —— 2, 38 -- b — 2, etc. 
ergó g—o et b — 2; at pro numeratoribus sequentium fractio- 
.mum, quandoquidem constant binis factoribus, erit pro factoribus 
prioribus t 

tyr 6 ——4, 2*y-r76 — 8, By-cc— 5$, 4y -- e — 1, etc. 
unde concluditur ^; — 2 et c — —1, pro alteris vero erit 

2a -- a ——4, 3a2-a— 8, 4a -3- a — 5, etc. 
unde a —2 et a — — 8. Ea his . autem valoribus colligimus 
" hanc aequationem 

99 P Ox(3-F2xexx) 

9, — $z((1—zxx) ^? 
quae per i-i-z depressa praebet 


39... 2:G—2), 
TQ — 7 $z(i—3)! 





AD TOM. I. CAP. VIII, 399 " 


unde integrando fit 7 
í—c 


IQ o—$iix--i(1—2) et hinc Q — ——, 
] E 
ex quo valore porro sequitur I 
A— '(i—2)0ms ox -fu 
asl (i — 22) — ez) 2x um ^3 ys 


"(1—x)28 —.p x 
Jocan JIETAYE 


$. 228. In his autem valoribus istud incommodum - de- 
' prehenditur, quod prius integrale evanescens reddi nequit posito 
x — 0. Hoc autem incommodum facile removeri potest, 8i frae- 
tionem continuam supremo membro iuncemus et quaeramus valo- 
rem istius fractionis 
2-2-3.838 
2-2-5.5 
2 -r etc. 
qui si repertus fuerit — s, erit ipsius propositae valor — Imm ] 
Nunc vero, comparatione instituta, fit quidem ut ante (3 — 0 et 
b — 2, tum vero y — 2 et c — --1, a — 2 et a — —1, 
unde sequitur . 
0Q. ..  Ox(it--2z--xx)... — Ox(t-x) 
€*——7 7 xü-s9 77 dzx(üca' 
unde integrando fit ! 
. 1Q — — 4x -- L0 2) ideoque QLcm, 
ex quo valore jam habebimus 


(1—2) 92x 
A- Fiera 7M ers e 
in , 
B—i mri - 


B-— 
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ubi eum sit Q — Lu, ejus valor manifesto evanescit posito x —»3, 


quamobrem illa integralia a iermino £ — 0 usque ad x — 4 
sunt extendenda. 


$. 229. Que unc haec integralia facllins eruamus, sta- 
tuamus x — zz, ita ut termini integrationis .etiamnuno eint Z — 0 
et Z — 1, eritque 





— zz95 — 
B icsw — 1—5, 


€ieque habebimus 5 — iz quocirca ipsius fractionis Zrounche- 
rianae valet est 14 3, otmimo nti elim Jrounoherks jam im- 
venerat, 


Exemplum 2. 
$. 230. Investigare valorem hujus frectionis «continuae 
Airouncherianae latius patentie 
b 2-4. 1 
b--3.3 
b--5.5 
b - etc. 
ÜUt hic /'incommodufa superius evitemus, .omittamus membrum supze- 
anum et quaeramus 
s-cb--3.8 
- ba- 5.6 
b -- etc. . 
«quandoquidem tum erit valor quaesitus —— 5 4-3. Nunc igitar 
ert .— 0 et à — b, 'y — 2, ce —54, a zz 2 eta zc —1, 
unde fit 
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LIN LL 82 (bbs pux) . 
$*—— £x(i—ax) ' » 
ac proinde 
1IQ—-—iix— hice) 3 
hincque 
: Bro 7 
. (1—2zx 4 
Q— X29, 
(42-2)4. À yx 


quae formula manifesto fit — 0 ponendo z — 1, tiqiden b-4-3 
fuerit numerus positivus, unde fit 
b—2 . 
LL —3) 3 2s 
9»— En 
2(t--2) 4^ yz 
Hinc autem collgetur 





$—2 
(1—2x) 4 2x 
7 bx$ o 


(m2) 4 J 
sz, [Gc aere, 


(12-2) * 
sive ponendo f — 22 habebimus 
$—23 
1—22) 5 22 
A — fC X 
(122) 5 
b—s 
(1—— 22). 4^ zz0z 
—ÁÁáÀ E , 
(12-22) 4 . 
Vol. IV. . 51 


AL et 





et 


B- 
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quae ambo integralia:a z — 0 usque ad z —c 1 sunt extendenda. 
Ex his autem valoribus À et B erit s ; dpi igitur fractio- 


ds 


nis propositae -valor erit .— 5 -- $— 6 
* 


$. 231. Quod si hic ponatur 5—2, prodit casus ante 
expositus a quadratura circuli pendens, quippe quo casu formula 
fit rationalis. Quando autem exponentes 5—? et 5i? mon sunt 
numeri integri, tum litteras A et D neque per arcus circulares, 
neque per logarithmos exprimere licet. Veluti si fuerit b — 4, 
erit 

n -fe-— ya— zz) ; 


(eum) ] . 


cujus valor per arcus ellipicos exhiberi posset. ,At ei b fuerit 
numerus impar, hi valores multo magis evadunt, transcendentes, 
it& nt his ipsis litteris A et B debeamus esse contenti. Contra 
autem si exponentes ili fiapt numeri integri, totum negotium per 
arcus circulares expedire licebit, 


$. 232. Exponentes autem illi Len et Mm erunt numert * 





integri, quoties fuerit 0 numerus hujus formae b ——Ài-r2, tum 
enim erit ' 
A- (1—zzy 20z 


A———— t e 
(12- zz) *t - ] 
; — fa—zzyzz2z. 
C(oz3)9* 7 
quos ergo casus quomodo evolvi oporteat, operae pretium erit 
docere, quoniam JZallisius eos jam est contemplatus. ' 
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$..233. Quoniam hoc negotium totum redit ad reductio- 
nem hujusmodi formularum  integralium ad formas simpliciores, 
consideremus in genere formam 
Wn 
(12- 22) ' 
cujus differentiale sub sequentibus formis exhiberi potest 
LQomm—»0z (zn H0z 
2 P (r-ezzy 70 (cem 
2) P — mz"—! 97 Lo Qn—m z"-H9z . 
M . x zz)ti cag) 
$5. 2P — Lo Qn-m)zn—ioz — 2ny"-!2z 
— (12-21) ND 


unde hanc triplicem reductionem integralium deducimus 


P 








z"-M9z ^ m fz"—0x 1 2" 
cum — 2a (ez) 2n (az 

z"H0z ^ m pu": 1 2" 
ücczzyti 79 202m (-zzy 2n-m (m7 

z"—02 2n—mfzn—i0x 1 zn 


III. 





(ü-czz)H — 2n J (44-23) ^ 2n (1922) 


quarum reductionum ope casibus b — 4i 3-2 totum. negotium ab- 
solvi et ad formulam 7 reduci poterit, siquidem post integrationem 


sumatur Z — 1. . 
. 234. Sit i — 1 ideoque 5 — 6, eritgue . 
. q igi 
A— (1—22) 0x t B— (i—zz)zz80m. t 


Gyrgs 985 7 —J CuxWuxp 
Nunc igitür reperiemus per reductionem tertiam, - - 
L5 —T 
feri — Mam taREC $e 
51* 
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et oper reductionem primam - 


zzoz £.  — ! 
[d — bus—ie 

porro 
2502 z20z z* $r 
rap) trus —-k ias — 57^ 8 
Ex his jam valoribus colligitur A — 4 et B — $ —2, ideoque 
B 
E 





c—— 3, quocirca orietur ista summatio 

8--m-——6-r-1.1 

6--3.3 
6-- 8.5 
6 4- 7.1 
'6 4 ete. 
$. 235. Sit nune i — 2 et b — 10, eritque 
E EREEEHC 

Quo harum integralium valores investigemus, sequentes evolvamus 
formulas. 


z 
[asus—i quii GTznuaT—d Tí 


zzoz z 
Jaznyg—iluyns-iurnp^7E5 
fot 240m sf... Zz92 i, z* —9* kg 

GTzzsyo—áajQqasB o 4 QGcExzP 732774 

2502 $ z40z I. z$ — 15m" 

Esa — 4j ü-az? 4 (zz) 237 5* 
Ex quibus jm valoribus deducitur A — 7 et B— 2 — 5t, ideo 


$8 
16— 
que BÉ » unde emergit sequens summatio 
EU: 10-244 


T / 
10-- 3.3 


1023-5.6 
10 -- etc. 
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'$. 236. Bi b esset numerus negativus, investigatio nulla 
prorsus laboraret diffücultate. Si enim in genere fuerit 











& 


--ó 
^ £-r etc. 





unde si habeatur valor istius expressionis, idem megetive sumtus 
dabit valorem illius, ! 


Exemplum 8. 


.&. 237. Proposita sit fractio continua, eujus valorem in- 
vestgari oporteat, ista — - E t 





9 -r- etc. 


Quo íractiones supra allegatae, omisso membro supremo, sint 





406 ' . SUPPLEMENTUM Y. 


3-2-3.3 ) 
5 --5.5 t 
721.1 


. 9 -c etc. . 
eritque. (8-2 5— 3, 28 --b — 6, ideoque BgB-—2et5ó-—t 


tum vero ut ante 4 — 2, a ————1, y —— 2 et c — --1; invento 


autem s erit valor quaesitus — 1--f. Nunc igitur habebimus 
390... 3x( zx». . 
Q 7 2x(1—x—xx) 

Est vero. 
aTxixeA I 2--2x 


E&(i—xz—zxx) ^. * narerETE 
' 


unde fit 
IQ -— jug — (2:023. 


"1—x—xx 


Porro vero pro formula [ »er invenienda, st&tuamus denomi- 
natorem . v 
. 1—c-—zz-(—/fx)(1—gx), 


' eritque fs T4 et fg ——1, unde fit 


[2S agzt 
Nunc statuàtur 
fbxo 0009 $5 
1—a-—xx — i1—fx i—gxÜ 
unde reperietur 
if MEE 
2 —;;8j $-— d? 


! . Sive subsütutis pro /^et g valoribus supra datis erit 


ys4-3 y5—8 
a— 72y5- et $ — "avs ^ 


' quibus inventis erit 
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fera $1075) 32 L(1—gz) — 


1—x—xx 
esi 4) - itg Cam 
quocirca. fiet 


REN QsF0 (v5—1 
1o ——1iiza- er (0 —/9)-- OD (1—2), 
consequenter 


- COYsbios y5—4 
(i— f) 95 (rm gu) Pl 
Q —————————————— , 
; ys 
qui valor duobus casibus evanescit: altero quo 
z-22icl £o Y$5—1: 
—f—dqqy85— 7$ ? 
altero vero quo z — i--- Em ; utrovis autem utaraur, res eodem 
redibit. 
$. 238. . Ex hoc autem valore habebimus . . 
—f[.99 Wu Bpolfl28R. 
A- 1i—z—zxx et B — 1—xz—zuz? 


unde porro deducitur: 
— f ALLA 
sc(a--a)g-g 
et propositae fractionis summa erit 14-R. Hinc' autem, nihil ul- 
terius concludere licet, ob formulas differentiales non' solum irra- 
tionales, sed etiam vere transcendentes ob exponeptes surdos. 
) ; 


Exemplum 4. 
$. 239. Proposita sit haec fractio continua 
. bc 1.1 
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Y 
wi est ü— 0, b — b. Nunc consideremus hanc formam 
L—b-2.2 
b-4-3.3 
b —- etc. 
guippe quo valore invento "quaesitus erit — 5-5. Habebimus 
igitur ey e — 2, 2y--c — 3, ideoque y — 1 et c — t; 
deinde erit a — y — 1, a — 0 et c — 1. Hinc igitur colligimus 


30. L2Oz(z-xx).-. 92 (b--xx) - 
$?— X(i—zx) 77 1—ax ' 
ideoque " 
iQc CHE 729) 
hincque 
54i 
1—zy cimi. 1—2zx)? 
2S yu-u9 G-29* 
. (12- ij (14- x) 2 


quae quantitas manifesto evanestit posito z —1. Hinc igitur fiet 
U b-ri b—i ^C 





Qàóx — "(1—x4)? ox — [(1— zm)? Ox 
amjizsc]] ok —jo— use 
(cry y(t-xx) 50 (1) 
$—4 - 
— ofe(1—2)?3 ox 

| un WEE 
| to Qv2* 
| tum autem erit s — (a--a) & —— p. ideoque summa quaesita 
| L -B 


. 4 240. Percurramus nunc càsus praecipuos: ac primo 
sit b — 1, eritque 
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—f à za) — 12, et 


ideoque 5 -ic ü ; ergo hinc prodiit ista summatio 
i — 
ic—di.1 
i 12-2.2 
12- 3.8 
^ 1 -- etc. 


$. 241. Sit nune 5 — 2, eritque ' - 
LES " pl yYo-9 
(12-2)! 


Ad has formulas rationales reddendas statuamus 
yi—xz —1i-—sz (c 
Yipa — 2, eritque Z — — Pas 
unde terminis integrationis x — 0 et z —1 respondebun* z — 1 


et Z — 0; tum vero erit » 


E 42905 
4--x— Pizis et 0x — Tp 


et colligitur ^ 


às ' — 
—2 [IE 75 22--2 Arc ang. 27-2 — 5—2— 1, 





uM fit 
zzoz z49z 
nidi -— RaS Ern 
Per reductiones igitur supra $. 234. monstratas, si hic scilicet 


terminos integrationis z — 1 et zZ — 0 permutemus, ut habeamus 
— zzoz z^oz 
B-—-r2 f orsus — 2 f aeu erit 
B—2(1—1) —2(—1)—7—5 
Vol. IV. 52. 
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unde sequitur ista summatio 
VÉ; I2-44 
2-2-2.2 
ILL 
2-2-3.8 
2 -r etc. 
quae Brouncherianae simplicitate nihil cedit. 


$. 242. Si ponamus b ——0, fractio continua abit in se- 
quens continuum productum / 


B D 5-5 T2 t 
P1.95.55, T Leto, 


ii'3ai '66'858 
hoc autem casu fit l- 
— 9 ^ T — LLLI 
A—[yu—i«43—fuLS-—5 - 


nde istius producti valor colligitur 3, id quod egregie convenit 


eum jam dudum cognitis, quandoquidem hoc productum est ipsa 
progressio Jallisiana. 


Exemplum 5. . 
$. 243. Proposita sit haec fractio continua, ubi (3 — 0, 
b — b, et numeratores numeri trigonales ! 
: b--1 " 
52-3 
52-6 
eb--10 
. b —- etc. 
Omisso supremo membro statuamus 
szcb--3 D 
t b--6 


b -i- etc. 














* 
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et 'primp numeratores per producta repraesentemus hoc modo 
8—2.4, 6—3.$, 10—4. b etc. 
quorum priores comparentur cum formulis 
Yo Z2y--e, Sy--c, etc. |. . | t - 
posteriores vero cum formulis 2a-4- a, 3a4- a, 4a c G, etc, 
, eritque y —41.c0— 1,a—i,a--i, unde erit 
0Q | Ox(1—bx —zcz) L.0m(1—25z—2zz) 





Q' '" x(i—zz) m z(t— 2zz) » sive 
Q0 — ox BELLA 
Q zx i1—adzzz' M 


cujus integrale est 
IQ — iz — zl EIS ergo 


Sx(1I—x ysy's . 
QI ————— 5r. . 
. (12- z y2)/? 
quae formula evanescit casu z — 7. Hinc igitur erit 


b 
2v — 22(0—2y2yt0m . . . 
(1— 2x2) (12-2 y 2 


Sit 7; vi —2, eritque 


naf fü-zym 29 00, fzü—cymhtÓR 
(o 4(1—22z2)(t--zy25 7 (127 2 y 2) 

t . 

' B—2 z(t—zy2)5-!0z 


(42x y 2) E 
Ubi post integrationem statuitur 2» — 5 tum autem fit sci , 
hincque valor fractionis propositae — 5 -- Pu 
] 62* 
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$ 244. Nisi igitur fuerit A — 4; numerus rationalis, - 
hos valores commode assignare mon lieet. Sit igitur b — y/2, - 
sive A — 1, eritque 


— xóx — zxrüm 
A—2[ü1ucuB—?[uizy 
Hinc integrando colligitur : 
— » zY2 
A-(12-2y2) — Dy. » . 
ideoque posito a /2 — 1 fiet A — 12 — i; tum vero, reperitur 


B-—gy—y2.12, 
quare ob 5 — y2. erit 

1 
u- — Vii—iy. 
ugde sequitur haec summatio 

Li — 

Wau-u-— Yi 00 
Yy253 

Y2 2-6 

y? etc- 


B 
bxx 





ScholIiomq. 


$ 245. Fractiomes autem continuae, .ad quas plerumque 
ealeulo: numerico deducimur, hujusmodi formam habere solent 
&.-3—-1 
à -—- 1 
€-- 1 
d --4 
€ -r etc- 














ubi omnes nurmeratoros sunt unitates, denominatores vero a; D, c, 
d, etc. numeri integri. Verum. ope nostrae methodi difficulter 








AD TOM. L CAP. VIII As 


talium formarum valores eruere licet, etiamsi numeri a, D, c, d, etc. 
progressionem arithmeticam constituant, id quod sequenti exemplo 
ostendamus. 


Exemplum 6. 


$. 246. Proposita sit ista fractio continua 


g.2-5 --1 
28 4- b-- 1 . 
. LEN 
383-5 --1 - 
. ———— 
t 4g -- 5 2-1 
. pM 
EE s 5(8- b 47 etc. 
ubi 2 — 0, y — 0, az 4, e— t. : 
Hinc fit | 
f—— e et9, unde 
lQ—g eg iz-g e 
fumo 5 


Q-— e 82 xB, 
quae autem. expressio mullo oasu evanescere potest, etiamsi per 
z^ multiplicetur, siquidem, (3 fuerit numerus positivus. Verum si 
pro (2 sumamus numeros megativos, puta (3 — — m, tum valor 
—8 ^ —(-Ezxx) 
Q — x" xe ?*  manifeto evanescit, tam: si z — 0, quam ' 
$i z——oo. Hinc autem. erit 


, . -b o —i—zm. 
x".e "5 Qm 
Qu LM ———————— $& 
"mzzo» - 


quamobrem habebimns 
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: . 
His valoribus inventis formula 8 exprimet summam hujus fractionis 
continuae 


—m--b--4 
—2m--b --1 
—3m-rb--1 
—4Am--b —-1 





- | . —6m--b-^- etc. 
quamobrem .formula illa negative sumta — $ exprimet valorem 
hujus fractions continuae 


m -—b--1 
2m — b —-1 
— 
. * àm-—b--1 . 


4m —b - etc, 


quem igitur assignare liceret, si modo formulae integrales? Ae B 
expediri et a termino z — 0 ad x -— oo extendi possent. Verum 
istae formulae ita sunt comparatae, ut earum  integratio nullo 
plane casu per quantitates cognitas exprimi queat, quod tamen 
non impedit, quo minus fractio $ valores satis cognitos involvere 


queat, etiamsi eos nullo adhuc modo assignare valeamus. 


. 8 247. Talium autem fractionum continuarum mihi qui- 
dem binae sequentes innotuere, quarum valores; commode exhi- 
bere licet d 
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 n--14 
3n-r-1 
6n --1 ] 
[n-- 4 El 
$n--ete, — -— —, e 
e —4 
n—t 
$n —1 
6n —t1 


Tn —1 
' 9n — etc, — cot. &. 
Marum fractionum prior cum formulis postremi exempli collata 


praebet m — b — n, 2m— b — 3n, ideoque m — 2n et bc n, 
unde ft ? ^ 


ox " 
—a 
A-— 5 ixx , et 
, a? eux 
s—i fo . 
— san 3 1-cxx * 
. xm? e 2^ 


ende jam discimus ei hae duae formulae integrentur a teruiino. 
z —0 usque ad terminum x — oo, tum fore 





: E 
A 1-2-e 
B-— i 
- 14—e 


quanquam nula adhue via anmalytic& patet, hanc convenientiam. 
demonstrandi. 


SUPPLEMENTUM VI 
IN FINE.$ECTIONIS L TOM. L 


DE 


INTEGRATIONE FORMULARUM 
DIFFERENTIALIUM 





Be formulis integralibus, duplicatis. Novi Commentarii 
: .*. ' academiae Scientlar. Petropolitanae Tom. XIF. Pars I. 
Pag. 12 — 403. , 


$. 1. Si 'corporis cujusque, propositi vel soliditatem vel 
superficiem vel alias hujusmodi quantitates definire velimus, id per 
7 duplicem integrationem fieri solet;' formula enim differentialis bis 
integranda tali forma Z 0 x à exprimitur, binas variabiles z et 9 
^  -eontinente, quarum altera sola in priori integratione ut variabilis 
spectatur, posterior vero integratio ad aleram jam ut variabilem 
Spectatam instituitur. Hinc. quantitas per duplicem istam integra- 
tionem resultans duplex signum integrale praefigendo indicari solet 
hoc modo //Z0zx0gy, quippe qua duplicatione formula differen- 
tialis proposita Z O0z Qy bis integrari debere est intelligenda. 
Hujusmodi igitur expressiones geminato ,signo summatorio affectás 
his formulas integrales duplicatas appello, quarum usus cum latis- 
Sime pateat, in earum indolem hic diligentius inquirere, earumque 
proprietates et affectiones accuratius evolvere constitui. 
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$. 2. Primum igitur cum zx et y sint duae quantitates 
.variabiles a se invicem non pendentes, Z vero denotet earum 
functionem quemcunque, formulae integralis duplicatae //ZOzOg 
vis ita exponi potest, ut quaerenda sit functio finita binarum is- 
tarum variabilium z et y, quae ita bis differentiata, ut in altera 
differentiatione sola z in altera sola y pro variabili habeatur, ad 
formulam ZO zy deducat. Ita si fuerit Z — a, evidens fore 
Jfa0z0y-azry; generalius vero erit / /á0x0g—azg--X--Y, 
denotante X functionem quamcunque ipsius x et Y ipsius y, quan- 
doquidem hae duae quantitates per geminam illam differentiationem 
ex calculo tolluntur. 


$. 3. In genere autem si V fuerit ejusmodi functio ipsa- 
rum rz et y, quae bis differentiata ita ut modo est praeceptum, 
praebeat ZO z à y; erit quidem" utique V— //Z 00g; verum 
duplex integratio insuper functiones arbitrarias X et Y, illam ipsius z, 
hanc ipsius g inducit, ut sit generalissime 

,fJZ0xQày-V-r-X-4-Y. m 
Ex quo statim perspicitur, hujusmodi formulas differentiales neces- 
sario affectas esse producto Ó xg, neque propterea secundum 
hane signiücationem tales formulas //ZO2^ vel //Z 9 y quic- 
quam significare ; Siquidem per ipsam rei naturam excluduntur, 
dum in altera 'integratione sola z, in altera vero sola y ut va- 
riabilis tractatur. E 


$. 4. Consütuta sic forma hujusmodi formularum integra- 
lium duplicatarum //Z0 xy, ita ut z et g sint duae quan- 
titates variabiles a se invicem non pendentes, et Z functio finita 
ex íis utcunque compósita, haud difficile est duplicem  integratio- 
nem, quam involvunt, instituere, quod quidenr prout primo vel 
z vel gy sola variabilis consideratur, duplici modo fieri potest. 
Sumta scilicet primo j pro variabili, altera x ut constans trac- 


Yol, IV. . 68 
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tatur, quaeriturque integrale / Z à y, quod erit certa quaedam 
, functio ipsarum zx et gy; qua inventa suscipiatur formula differen- 
tiais 0 x: /ZOy, in quae jam y ut constans solaque x" ut va- 
riabilis tractetur, ejusque quaeratur integrale /^ 9 x /Z à y, qui erit 
valor quaesitus formulae integralis duplicatae propositae /// ZOxOg. 
Si in hac duplici integratione ordo variabililum x: et y invertatur, 
' valor quaesitüs ita exprimetur f/90y/ 0x, qu ab illo non 
discrepabit. 


$. 8. Ob hunc consensum fit, ut talis forma //ZàxOg 
promiscue sive hoc modo /Ox/ ZOy sie ho /0g/Z0x 
exhiberi possit; utrovis autem utamur,' regulae vulgares 'inte- 
grationis sunt observandae, si modo notetur in ea integratione, 
in qua vel x vel y pro constante sumatur, constantem introduc- 
tam ejusdem fore functionem quamcunque. Veluti si proponatur 
haec forma 


E — fuu 


2» 
Js— E Arc. tang. 2- --àE 








denotante?* 3x fnetonem. quamcunque ipsis z, erit 
8z90y 
ES PEEEH 2 Arc. tang. —- :olX, 
ubi in. integratione adhuc perficienda y pro .constante habetur. 
Simili vero *modo reperitur 


920y ... [9 
K. ze 27 Arc. tang. 5. 4- Y, 








in qua integratione x contans assumitur, in quo quidem exem- 


plo .consensus binorum valorum inventorum non satis est per- 
Spicuus. 


$. 6. Interim tamen veritas consensus per series facile 
ostenditur; cum enim sit 


Arc. tang, 5 — j-— Arc. tang. 7, 
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denotante 7. angulum rectum, et 
Arc. tang. 2 2lÉli— Z-Zá 2-25 z — et, 
erit 


f Arc. tang. 2- 








-X »* » . 
z c1 —Za Ceccefy et 


x 


8 . ; . 
JS ng $1 — Zoe gn dztde- —etc. -- fix 


x 
ex quarum utraque oritur 
5 
J/283,; —x TY-— Ic-4Ó- ' zx d — ete. 

Verum ubi ambae integrationes succedunt, convenientia sponte se 
offert: quod: quidem pluribus exemplis ostendisse superfluum foret, 
. eum ejus ratio ex natura differentialium et integralium perfecte sit 
demonstrata. 


$. 7. Haec igitur tenenda sunt de istiusmodi formulis 
integralibus duplicatis , quando binae variabiles :» et s nullo 
plane .nexu inter se cohaerent, ita ut in altera integratione al- 
tera, in 'altera vero altera constans accipiatur Yerum tales 
formulae non confundendae sunt cum iis, quibus ut initio dixi, so- 
liditas et superficies corporum quorumcunque exprimi solet. Etsi 
enim hae formulae etiam duplicem integrationem requirunt, et in 
priori altera binarum varisbiium pute y sola ut variabilis tractatur 
altera x pro constante assumta, tamen priori integratione peracta, 
ea per omnes valores ipsius y extendi, sicque tandem .loco y ex- 
tremus valor, quem recipere potest, statui debet, qui plerumque 
ab x pendet, ita ut hoc valore post primam in(egrationem loco 
y constituto in posteriori integratione t tanquam functio quaedam 
: ipsius x ingrediatur, neque propterea pro constanti haberi queat, 
qua conditione fit, ut altera integratio plurimum immutetur, etsi 
prior simili modo ut ante absolvatur. ., 


53* 


Fig. $. 
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$. 8. Quod discrimen quo clarius perspiciatur, exem- 
plum attulisse juvabit. ^ Quaeratur ergo soliditas sphaerae, cu- 
jus centrum sit C et radius C A —c a, 'ac primo quidem por- 
tio ejus quadrant A C B insistens, cujus elementum est colu- 
mela Y Z y z areolae Y y — 0 x Q y insistens, positis C P — x, 
et P Y — y, erit cjus alitudo YZ—— y (aa—zxx — yy) 
hinc soliditas columellae 'elementaris — Q x 0 y y/ (aa — xx — y y), 
quam bis integrari oportet.  Maneat.primo intervallum C P — x 
constans, et integrale / O y y/ (a a — x x —y y) ita. sumtum, 
ut evanescat posito y — 0, "dabit portiunculam areolae P p Y q 
insistentem, quae ergo erit 


-—iyy(aa— xx ——yy)--i(aa — zz) Arc. sin. (Sa 3. 


Jam hoc valore in altera integratione' uti oportet, sed antequam 


is inducatur, per totam distanüam P M extendi debet, ut habea- 


tur elementum soliditatis toti areolae P p M m insistens; puncto 
asutem Y ad M usque promoto, fit y — y/(a a — x x), qui ergo 
valor loco g/ substitui debet, ita ut in sequente integratione quanti- 
tas j. minime ut constans consideretur, haecque tractandi methodus 
plurimum a praecedente discrepet. 


$ 9. Posito ergo y — y (aa —x x), ft 
KOyy(aa—zx—yy)—i£(aa—xx),  — 
cum sit Arc. sin. 4 — 2; sicque integratio adhuc absolyenda erit 
JfOx/0yy(aa—xx—yy)—7/ (aa —z2z)3x, 
ubi quidem unica varisbilis x inest, sed non ideo, quod jam 
hic $ pro constanti habeatur, sed quia pro y certa quaedam 
functio ipsius z^ est substituta. — Haec altera vero integratio ita 
instituta, . ut evanescat posito z —c 0, dabit soliditatem. portio- 
nis sphaerae, quae areae C B M P insistit, quae idcirco erit 
zz 1(aax —jx?); unde sphaerae octans seu portio toti qua- 
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dranti A C B insistens prodibit, punctum P usque in À pro- 


movendo, ut fiat x — a. Tum ergo soliditas o.tantis sphaerae. 


erit — ga, hineque totius sphaerae — ia, uti constat. Ex 


quo exemplo intelligitur, talem soliditatis investigationem plurimum. 


differre ab integratione duplicata formularum primo exposita. 


f. 10. Quod si non totum octantem sphaerae, sed 


eam tantum ejus portionem quae areae rectangulari C E D F 
insistit investigare velimus, prior integratio ut ante instituenda 
est, sed ea peracta ipsi y valor P M debet tribui, qui quidem 
est constans, et propterea haec investigatio ad primum genus 
videtur accedere, verum tamen eo discrepat, quod integrale de- 
terminatum prodeat, cum ibi functiones indefinitae X et Y invehe- 
rentur.  Posito ergo ut ante sphaerae radio C A — a, sit rect- 


angui C EF D. latus C D — e et CE-—/: et solidum elementare. 


areolae Pp Y q insistens erit ut ante 


ày y (4a —xx —yy)-- 1(aa — xx) Arc. sin. vers 
quod usque ad M extensum, ubi fit y — f, erit 

Lf y (aa — ff. — xx) 4-1(aa — x x) Arc. sin. recu 
unde solidum arese C P E M insistens sequenti integrali^ expri- 
metur 

V//0x y (aa—- / f —22)-k-4 / (aa — x2)0x Arc. sin. Vost 
si quidem ita definiatur, ut evanescat posito z — 0. — Evolvamus 
ergo seorsim has' binas formulas. 


L3 11. Ac prima quidem statim praebet 
fàx y(aa— ff—xx)- Im (aa-/f-12)-- (22-77): Arc. sin. 577, Hy 
altera autem ob 


" £f ,  fx0z 
2. Are. sin. Y (ae—xz) —Giu Ql-y—» 


Fig. 4. 


: J (aa 22)0 x hre.. sin. —2— 


422 D 1D. "SUPPLEMENTUM VI. 
ita transformatur . 


ix?jArc.si LA 
y (aa — m ?n SY (aa — 2) 


f "^ (aa—izz)szox 
— [s sea 
&d quam ndm pum integrandam, notetur esse 

afàozx 
züz—P5 (aam) (aa —z2)y (aa-ff- xz) 
hujus ergo dabitur multiplum quoddam, quod illi formae adjectum 
praebeat talem. formam 


(aa —irz)rzOoz fz 
(aa cem Gai zz) y (aa—/f) (aa—z2z) 
-f, (aazz—1iz'--maf)óz 
74 (aa—z2)y (aa —ff—xz) 


Arc. sin. 


-1- m Arc. sin. 


ut aaxz—iz' 


fit sumendo m — — 5S nah erit 


"^ (aa—jxzx)zzóx —— 2? arc. sin, fx 
CR DREEME 3f 'V(aa— Ff )(aa—»2) 
(24a—xx)óx ^; 
y (aa.—ff— zx) 
$. 12. Cum igitur sit 
[G22-23)9» ., 1(82a--/f)Arc.sin. ——— —  -- ixy/ (2/22), 
Y (a7 sx) * Y (aa- 5, , 


(a2a—1ixx)xx0x . 
. (aa—xx)y (aa— ff —xx) - 
Sy Arc. sin. Vii Gs Gs yascagy I 922--/ )Are. sin. Vases 85V (aa-/f-xx) 


erit 


--maf fit per a a — xx divisibile, id quod . 
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hincque (aa — xx) Q x Arc. sin. rui — 
f 





(aax — ja?) Arc. sin: M Arc.sin. jr (5.— "i arcum 
--4 (83 aa 4- ff) Arc. sin. Vae; -rifxy(da—ff—zz) 


Quare posito x — C D — e, erit soliditas portionis "sphaerae 
rectangulo CD E Fi insistentis 


ief y (aa —ee—f f) - 1 (aa— f) Arc; sin Yai-gp*i Le(3 aa-ee)x 
Arc.sin. 7 —ja? Arc. sin. yer 35 d-h&/(3aa-ff)x 
Arc. sin. 9:5 T 55/4 Yy (aa —ee—ff), 


quae expressio reducitur ad hanc - ^ 
je y (aa- eno aa— ff) Arc. sin. v6 iG ance) 
E Arc. sin. yadl— [5] —ja Arc. «Sin. 725 8237) 


$. 13: Si ergo rectanguli terminus F usque ad peri- 
pheriam porrigatur, ut sit e e.-j- f£ f£ — a a, primum membrum 
evanescit, et arcus cifculares tria reliqua afficientes abeunt in am- 
gulum rectum seu Z, eritque soliditas 

$62ae--iaaf — 168 —1/? —12*) 
seu ob /— y (a a — ee) soliditas erit 

at aa-kee)y (ea —e) 24 3aae — e] 

: qud solidum fit maximum, si f^ —— e — 7, fitque id tum 


3^ 
z 6719, dum soliditas octantis sphaerae est — f a?. Tta 


at nostrum solidum sit ad octantem sphaerae ut 5 — 2 y/2 ad 
2 V 2. Sin autem punctum F non ad peripheriam quadrantis 
pertingat, fueritque / —e erit soliditas quaesità 
zjeey (aa — 2 ee) --1e(8 aa — ec) Arc. sin. Y (Ga-zc) 
ee 
aa—ec 


— j à? Arc. sin. 


Fig. & 


Vig 6. 


424 SUPPLEMENTUM YI. 
Quare si fuerit 


Arc. sin. Vac! : Arc, sin. ——* (2-5 -za*:e(3aa—ee) 
solidum algebraice exprimetur. 


$. 14. Quo autem rem generalius. complectamur, quae- 
ramus solidum areae cuicunque G Q H R. insistens, cujus elementum: 
cum areolae Y gy — Ox Q y insistat, idque sit 
—0xóyy(aa—zzz-—yy) 
prima integratio sumto zx constante pracbet 


JOx[yy (aa — xx —5y) 4-(aa — xx) Arc. sin. Peiczal . 
Sint jam ex natura curvaé GQ H R distantiae extremae P Q— 3 
et PR——r, atque solidum elementare areolae QR. insistens erit 


2 "-ry (aa — xx — rr) 4- (aa — x x) Arc. sin. 575 
iov —qY (aa — xz — qq)— (aa —xx) Arc. sin. 71 2] 
Quare cum q et r possint esse functiones quaecunque ipsius xm, 
evidens est quantum absit, quo minus quantitas y in sequente in- 
tegratione pro constanti habeatur. Sequens autem integratio à va- 

lore x — C E usque ad valorem. X — CF est extendenda. 


$ 15. $Si figa basis GQHR a recta C A trsjicia- 
tur, ut quaeratur solidum basi C G H insistens, cujus natura ex- 
primatur aequatione quacunque iner CP — x, PRr, eit 
solidum 


iJ Ox[r y (aa —xx —rr)--(aa — xz) Arc. sin. yGacssl 
ubi problema non inelegans se offert, quo figura basis C G H 
quaeritur, ut solidum ei insistens algebraice exprimalur. — Statua- 
tur in hune finm r——uy (aa — xx), ut solidum. indefinitum 
arese CPR G insistens sit ] 
1/(aa — xx)óx[uy (1 — uu)-- Arc. sin. v] 
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quae expressio transformatur in hanc 
l(aax —iz*) [u y (4 — u v) J- Arc. ein. u] 
—/f(aax —ix?)2Àuy( —uu). 
Fiat jam | 
f (aax —jx*)auy(1 — uu)-—na? Arc sin. u -]- a? U, 
existente U functione algebraica ipsius u, et cum sit soliditas 
i(aax —1x?)uy (1—uw)—2a? U 4- (jaax —ix? — na?) Arc.sin.u, 
ea erit algebraica casu — x?-]- 3 a ax — 6n a?: dummodo u 
evanescat posito zx — 0, tum enim soliditas erit 
zznajuy(4—uu)— aU. 


[" 16. Ponamus QU — U/^Q u, ac prodibit haec inter x 
et u &equatio 


à. na a? U' 
aax— FE —qTu yü-a: 
Fingatur 
U-muy(1—uwv), erit U/ — TD, 
et ut u evanescat posito x — 0, debet esse m — — n, ut fiat 


—I1 3-— 9na*uu — 3aaz—x* . 
ninind 37 c7 4— iru uz V gei pa esa cur 


hincque . 
mE —z22)88az—z!) 
rL— Y USA Lr M 
Jam ob : 


—Y6n2a*(3&4a2—2?) | 

uy(t — uu) 6138) --3aax—&? 
fit soliditas illa . 

-— norY 6nat(Saax—z*) 

6na?--3aax—&* 
Si haec soliditas locum habere debeat, facto x——aG, fit n2—]j, 
—Y EET yt a--x)(3an—xx 
u reci M 


Vol. VI. 
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ae posito z — a, erit soliditas C! a, et curva pro basi inventa 
est linea quarti ordinis. 


$. 17. Quae hic de soliditate portionis sphaericae da- 
tae basi insistentis sunt tradita, simili calculo ad quaevis alia 
corpora accommodari possunt, cum tantum in formula ZOxOgy 
quantitas Z alio modo per zx et y determinetur, dum hic erat 
Z-—y(ag—xx»- y y) Quin etiam si superficies corpo- 
ris cujuscunque datae basi imminens definiri debeat, id inte- 
. gratione gemina similis formulae differentialis Z à x Q y eodem 
modo expedietur: ita si corpus sit sphaera, elementum super- 


ficiei areolae elementari basis OxOg imminentis est roi 


Ra ut sit Z — ,0— T——y3y cujus gemina integratio pari mo- 


do pro ratione basis, cui imminens portio superficiei quaeritur, 
est instituenda. — Atque in genere quantitates quaecunque aliae- 
cujusvis corporis, quae cerae basi respondeant, ope similium ope- 
rationum determinabuntur. 


$. 18. Quaecunque ergo Z fuerit functio ipsarum x 
et y, pro integrali duplicato //Z Oz 9 y primo quaeritur inte- 
grale / Z0 y, quentitste z ut constante spectata, idque exten- 
datur per totam quantitatem y, sicque extremi valores ipsius y 
in computum ingredientur, quae erunt functiones ipsius x, ex 
basis figura cognitae; sicque pro f Oy orietur functio ipsius 
m, quae in O z ducta denuo more solito debet integrari. ' Idem 
tenendum est, si ordine inverso primo formula /Z Oz inte- 
gretur, spectato y ut constante, quod integrale dum per totum 
intervallum z^ extenditur, extremi valores ipsis z^ eidem y re- 
Spondentes, qui erunt functiones ' ipsius y, invehentur, sicque 
fL x abibit in functionem ipsius y tentum, quae per O gy 
multiplicata denuo jta integrari debet, ut integrale , per totum 
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intervallum. g extendatur. Utroque scilicet modo integratio per to- 
tam basin est extendenda, eademque praecepta sunt observanda, 
qualiscunque Z fuerit functio ipsarum z et y. 


C8 £19. Basi ergo data, determinatio integrationum. per- . 


inde se habet, ac si quantitas Z esset constans, quaerereturque 
tantum integrale // Q0, quo area basis exprimitur. Quare 
&d praecepta, quae in determinatione horum integralium obser- 
vari oportet, stabilienda, sufficiet posuisse Z —: 1, ut integrale 
duplicatum ///O zy definiendum sit, sive autem sumatur c 
sive y, extremi valores utriusque determinabuntur per aequatio- 
nem basis figuram exprimentem. Scilicet priori integratione per- 
acta, ubi punctum Y ubicunque intra terminos extremos erat as- 
scmtum, tum hoc punctum in peripheriam basis transferatur, quo 
pacto z et y fient coordinatae basis, inter quas aequatio datur, 
ex qua deinceps sive y per z sive z per y determinabitur. 


$. 20. Quae quo clárius perspiciantur , sumamus basis 
figuram .esse circulum centrum in G et radium G OQ  hàbentem, 
ponamusquie CF——/, FG-—g, et GQ— c, erit puncto ' Y. ín 
peripheriam hujus circuli translato 
eccc(f — xy -- (9 — yy. 
Jam ad area hujus circuli investipandam sit primo zx con- 
Stans, eritque Og —gy-]-C, et quia 5 habet geminum valo- 
rem in nostra basi 
! y-——9-2- y [ee — (f — 2), 
haec integratio ita determinetur, ut integrale evanescát, dum ipsi 
y minor horum valorum g — y [cc — (f£ — x)?] tribuitur, ita 
et sit 


J9gzzy —9--yl[cee —(/— z)l ut 


Fa. 1. 


Fig. 6. 
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Nunc ergo y usque ad alterum terminum 
00 gy—94yle—(F—2)1 
extenso erit 
/9y-—2 y lee — (^— 2). 
quod jam' per O x multiplicatum et integratum praebet 
fàzf0y-C—(f—z)y[cec —(f— xy]—ec Arc. sin. f 
quod ut evanescat posito 
z-I—f—c,fit C-cc Arc.sit 1 — Tec. 
Porro statuatur z — f c, et ob 
f-f—ccAsmad ——[ee, 


erit area quaesita tota — T$ cc -j- Tec —— 7. cc, uti constat. 
" 





€ € Árc. ain, 


$. 21. Si has determinationes accuratius perpendamus, 
videmus extremos valores ipsius zc ita esse comparatos, ut al- 
ter sit maximus, siquidem basis tota quadam curva in se re- 
deunte terminetur. Hi ergo ambo valores reperientur, si ae- 
quatio naturam. basis exprimens differentietur, et Ó rz — 0 po- ' 
natur. Quando autem basis non una quadam linea curva ter- 
minatur, sed portione quapiam veluti C G H continetur, cujus 
basis C H sit maxima, tum minor terminus ipsius c manifesto 
est — 0, major autem ipsi C H aequalis: eodemque casu tér- 
mini applicatae P R abscissae C P — x respondentis sunt alter 
—— 0, alter vero — P R. — Quacunque ergo basi proposita, ejus 
figura ante probe est examinanda, ipsiusque termini quaquaver- 
sus explorandi, quam investigatio areae vel cujusvis alius for- 
mulae integralis duplicatae suscipi queat: definiis autem terminis 
quibus area continetur, inde determinationes integrationum — sunt 


, petendac. 
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$. 22. His de integrationum determinatione expositis, in- 
signes maximeque notatu dignae affectiones hujusmodi formularum 
integralium duplicatarum perpendi merentur, quae in earum trans- 
ífprmatione occurrunt. Scilicet quemadmodum  coordinatae ejusdem 
curvae infinitis modis sumi possunt, ita hic loco binarum  varia- 
bilium z et y, binae quaecunque aliae variabiles in computum in- 
troduci possunt, sive eae pariter sint coordinatae, sive aliae quan- 
titates utcunque definiae. Ita talis transformatio in genere ita 


concipi potest, ut loco z et g functiones quaecunque aliarum dua-, 


rum variabilium £ et v substituantur, hisque in aequationem pro 
.basi datam introduetis, simili modo limites harum quantitatum 4 et 
v quibus figura basis terminatur, definiri poterunt. Uteunque au- 


tem hae substitutiones sumantur, tandem post duplicem integrationem. 


semper eadem quantitas resultet, necesse est. 


$. 23. Si loco z et g' aliae quaecunque binae coor- 
dinatae orthogonales introducantur puta f£ et v, quod fit in ge- 
nere ponendo 


z-f-dmt--vy(-—mm)et 
y-—g--tya —mm)-—mv, 
manifestum est, elementum areae basis, quod ante erat 0x2 y 
: nunc per Of v exprimitur debere. Cum autem inde sit 
üz-—mOt-J-ovy(1—mm)et 
0y—2Oty(1—mm)—màv, 
minime patet, quomodo loco Oz Qj per has substitutiones oriri 
possit^Q £O v; dum potius prodiret 
QrQy-mOt'y(1—mm)--(1 — 2mm)9tàv 
—nmgv'y a —mm), 


quae. autem , formula, uteunque ad geminam integrationem adap- 


| 4s0 SUPPLEMENTUM VI. 


tatur, semper in maximos errorés inducet. Multo minus ergo. hinc 
colligere licet, si loco z et y aliae functiones ipsarum f£ et v subeti- 
tuantur, cujusmodi expressio loco O z Q.g adhiberi debeat. 


$ 24. Ac primo quidem observo nullam hic esse ra- 
tonem, cur expressio loco Ó x O g in calculum introducenda 
'ei aequalis esse debeat; quod tum demum mecesse esset, si bi- 
mae integrationes eodem modo ut ante secundum binas varia- 
biles instituerentur. Cum autem nunc aliae variables £ et v 
adsint, atque altera integratio per variabilitatem ipsius 2, altera 
ipsius v, sit administranda, quae operationes &8 praecedentibus 
plurimum differunt; formula jam loco O x Oy introducenda non 
ex aequalitate aestimari, sed potius ad scopum, qui est propo- 
situs, accommodari debet. — Et quoniam jam binas 'integratio- 
nes secundum binas variabiles £ et v distingui oportet, manmi- 
festum est formulam loco Oz y adhibendam necessario pro- 
ducto OfOv affectam. esse, et hujusmodi formam Z9 £O v ha- 
bere debere. 


$. 25. Quo haec certius expediantur, maneat primo z, "n 
et loco $ introducatur alia variabilis wu, ita ut sit g functio 
quaecunque ipsarum z et u, et Oy — P 0 z-]-Q O u. 8i jam 
in priori integratione z constans sumatur, erit utique 0 y — OQ O u, 
hino //Qx0y—/ 0z/QQOu, ita ut nunc loco formulae Qzàg 
habeatur. Q O x O u, cujus integrale duplicatum proinde etiam 
hoc modo exprimi poterit /Ou f QO x, ubi in priori integra- 
tone / QO z quantitas u sumitur pro constante. Quodsi nunc 
simili modo. u retineatur et loco z introducatur functio quae- 
cunque ipsarum 4 et u, ut sit Q2 — ROt-1- S. u, in tracta- 
tione formulae / Qu f/ QO x prior integratio / QOx, in qua u 
constans statuitur, abibit in hanc / QR Of; ita ut integrale du- 
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plicatum sit /Ou / QR Of, seu prómiscue //QP0t0u; vude 
manifestum est ob has ambas substitutiones loco formulae Ox Og 
henc QR Q £ Qu tractari debere. 


$ 26. Introducamus nunc statim loco zx et y has duas 
novas variabiles £ et u, per quas illae ita determinentur, ut sit 

Oz—R0t-r-$80u et Qy—— TOt-4-YOu, 
unde valore ipsius Ó zx in forma Q0 y — P 0 z -]- Q O u substitu- 
to, fit 0 y —PROt-- (P8 -j- Q) O u, ita ut sit PR—T et 
P $-L Q — V, unde & P — 1 et $E i Q — Y, sicque 
QR-cVR-— 8T. Quare vi harum substituionum loco.O x y 
uti debemus formula (VR — ST) Qt Qu, quae bis integrata ju- 
sti&* abhibitis determinationibus, aeque aream totius basis praebere 
debet, atque ipsa formula Q x Ó g bis integrata. — Quod autem ' 
hic pro formula areae baseos ////Ox0j est ostensum, locum habet 
pro quacunque alia formula //ZOz Oy, quippe quae per easdem 
substitutiones transformatur in hanc // Z(VR — 8T). 0t Qu, dum- 
modo in Z loco x et y assumti valores substituantur. Pari enim 
modo binas integrationes ex figura basis determinari oportet. 


$. 27 Quod si ergo ponatur : 
Qüz-—R9Qt-Jd-SOuetQoy-—TOt--VOu, 
loco 0 z Q y consequmur (R Y — S T) QtO u, quae formula 
plurimum differt ab ea, cui productum O x Ó y revera est ae- 
quale; etiamsi enim termini per O i^ et O u^ affecti, utpote ad 
duplicem integrationem inepti, rejiciantur tamen quod restat (R V --8 T) 
9 t Q u ratione signi a& vera formula discrepat. ' Verum hic non 
leve dubium exoritur quod cum coordinatae x et y pari passu 
ambulent, Aostra formula potius differentiam .R Y — S T quam 
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inversam. S T — R V eomplectatur; quod dubium eo magis au- 
getur, quod si superius ratiocinium respectu z et y invertisse- 
mus eaedem substitutiones nos revera ad formulam (S T.— R V) 
OtQu perduxisent. Sed quia totum discrimen tantum in signo 
versatur, alteraque formula alterius est negativa, hine determinatio 
absoluta areae basis, quippe cujus quantitas absoluta quaeritur, nul- 
lam mutationem realem patitur. ! : 


$. 28. Haec autem magis fient perspicua, si modum 


- quo supra (20) ad aream EQHR inveniendam usi sumus at- 


tentius consideremus. — Primum scilicet ex integratione formulae 
ff Ozr)y deduximus hanc aream — / 0 x (PR—P Q), ubi 
quidem P Q a P R subtraximus, quia manifesto erat PR PQ, 
sed in ipso calculo nulla continetur ratio, quae praecipiat ," ut 
potius PO a PR quam vicissim PR a P Q subtrahamus, sic-. 
que non adversante calculo potuissemus aequo jure eandem aream 
per / O0 x (P Q — P R) exprimere, quo pacto ea negativa sed 
priori aequali proditura fuisset. —Ex quo perspicuum est signum 
-]- vel — non quantitatem areae, quae quaeritur, afficere, et 
calculum pari jure ad uttumque perducere posse. Quam ob cau- 
sam superius dubium ita.diluetur, ut dicamus aream quaesitam ita . 
exprimi debere, ut sit ' 
|(ff9tüu(RY—ST, . 
et ut area positive expressa' prodeat, quovis casu eo signo uten- 
dum esse, quo 2- (R V — S T) reddatur quantitas positiva. 


$. 29. Hine etiam dubia, quae forte oriri possent 
circa inventionem reae curvarum, quarum partes utrinque ad 
axem sunt dispositae, et quibus tyrones saepe non parum tur- 
bari solent, facile resolvuntur. Si enim curvae Q A R ad 
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exem A P relatee area tota QAR absoijsae AP——x respon- 
dens definiri debeat, ejusque partes A P Q et A P R seorsim 
considerentur, certum est si altera A P Q affirmative spectetur 
ut sit — -]- Q, alteram A P R negative concipi debere, ut sit 


Fig. 8. 


— — R. .Neque tamen hine sequitur, aream totam Q A R ' 


.fore — Q -— R, quippe quae evanesceret, si ambae partes 
APQ et APR essent aequales; sed perinde. ac si ambo pun- 


cta Q et R ad eandem axis partem sita essent, area perpetuo . 


est — -- /Ox (PR —PQ), unde ob /PQ.O0xzx-Qe 
JPR.0zx-— —R, fit tota,.area —--(Q -4- R), uti rei na- 
tura postulat. 


$. 30. Ope autem talium substitutionum, quibus loco 
binarum  variabilium zx et y binae quaecunque aliae introducantur 
t et u, saepenumero integrationes plurimum sublevari facilioresque 
reddi: possunt, et quovis casu haud difficile est sübstitutiones -ma- 
xime idoneas reperire. . Veluti si area circuli E Q H R ad axem 
CP relati definiri debeat, ubi ob CF— f, FG—g, GQ-e, 
erat cc — (f£ — xy -i- (g — yY, poni conveniet 


— t — tu 
f—c0-yqyu94—V-— yü-ay 
ut fiat ££ — cc et t— c. Tum vero ob 


—0t tudu- . 
alins ( --uu) P Áu 
Y (4--uu) 
—ugt tàu 
ày— ] 
YGcrun (i eun) 
loco Q x9 y per $. 27. adipiscimur 


"fuu — i219u 


" 
Otüu (eiu d- arua — "pus 
Vo HY. c 00 -58 





Fs. 1. 


E 
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cujus duplex integrale ita exprimatur / —-. is vz/ t0t Jam ye 
ro est /tOüt —jitt —j[cc, et area tota erit dec 7 125, dum 


ipsi w omnes valores possibiles tribuuntur, quandoquidem u non 
amplius aequationem pro basi afüiciebat, 


$. 31 Quo hunc usum clarius explicemus, considere- 


' mus iterum 'sphaeram centrum C et radium C A —a Haben- 


tem, cujus portio basi circulari perpendiculariter insistens quaeri 
debeat. Quia radium C A per centrum cujus circuli G ducere 
licet, sit FG — g — 0, ut fiat cc (fA zy --y y, et solidum 


- quaesitum 


—Jf0xzüyy(aa—cz-—yy. 
statuatur jam 


— t — tu 
B T— yü-uuj et y — ya xus) 
ut fiat xz z-]-ygy-——tt, et 
y(aa—zz—yy) -—y(aa-—tt, 
et pio Q z Q y prodeat poi ita ut 'soliditas quaesita ita ex- 
primatur // prae atn » quae integrationes determinari de- 


bebunt ex aequatione hinc pro figura basis oriunda 
ecz ff — vnius d- t6 

unde fit 
vel tc Ee rct e fen) 
vel y (1 Rud) mu 


$. 32.  Consideretur primo £ ut constans, fletque in- 
tegrale : 


-—/ftàty(aa — ££) . Arc. tang. u, 
ubi constantem adjici non est necesse, quia evanescento wu simul 
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$ evanescit, quaeramus enim primo solidum semicirculo insistens. 
At integrali hoc primo extenso ad terminum extremum, ob Arc, 


, tang. u —. Ar«, cos. You , fit id 


Jtüty (aa —tt). Arc. cos, fé EET 


cujus integrationis limites sunt & — f— c et t—f-l-c. Si 
mon soliditatem hujus portionis sphaerae, sed ejus superficiem basi 
quasi imminentem ' definire voluissemus, perventuri fuissemus ad 
hanc formulam 


atàt , ff—co-rtt 
ÁY[sa—:5 2—1) Arc. cos. —MNO o^ 


at operae pretium. non videtur ejus integrationem fusius pro- 
sequi. 


$. 33. Methodus autem. hujusmodi formulas integra- 
les duplicatas tractandi haud parum illustrabitur, si eam ad pro- 
blema illud quondam famosum Florentinum accommodemus, quo in 
superficie .:sphaerica portio geometrice assignabilis requirebatur, cu- 
jus superficies algebraice exprimi possit. Immineat talis sphaerae 
portio curvae GR H, cujus propterea figura est determinanda: in qua P 6. 
si ponatur C P — x, P R — y, superficies sphaerae imminens 
hac formula integrali duplicata exprimitur // Dol 
Jam nulla substitutione adhibita, si primo zx pro constante habea- 
tur, prodibit 


fa 0 x Arc. sin. YGs-zzj 


qua. portio sphaerae aream indefintum C P R G tegens expri- 
mitur; et quaestio nunc huc redit, ut ejusmodi aequatio alge- 
'braica inter x et $ assignetur, unde pro tota ares C H R G 
portio superficiei ephaericae ei respondentis fiat algebraice as- 
signabilis. 


66* 
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$. 34.  Ponamus brevitas gratia 5772. — v, ut 
sit y — v y (a a — x x), ac posito xx — 0 fiat v — n: quo- 
niam superius integrale evanescere debet posito x'— 0, Erit 
ergo superficies sphaerica aream indefinitam C PRG tegens 


Tlac Ar. sin v — a f vao 


sumto hoc integrali ita ut evanescát posito x —— 0.  Statuatur 


nunc 
xov 


Áyü-sww —— f Arc.sin. v — a V, 
denotante V functionem . quamcunque algebraicam ipsius v, quae 
abeat in N posito z — 0, eritque superficies nestra 
——ax Arc. sin. v — a f Arc. sin.v 4-a a V -1- fa Arc. sin. —aaN, 
atque x per v ita determinabitur, ut sit, 


zlf— svYaoeSs 


sit jam C H —, ac ponatur x— h, quo casu fiat v — m et 
Y — M, et cum superficies proposita sit 
ah Àrc.sin. m — a f Arc.sin. m -1- aa M -4- a f Arc. sin.n — aaN, 
ea algebraica esse nequit nisi sit 
| B Arc. sin. m — f Arc.sin. m -]- ^ Arc. sin. n — 0. 


$ 35. Hic igitur primo arcus quorum sinus sunt m et 
n inter se commensurabiles reddi debent, nisi forte sit m — 0, quo 
casu suffcit fieri A — f. Quod etsi facile infinitis modis praestari 
potest, tamen .hoc problema multo facilius adhibendis substitutioni- 
bus ante expositis. resolvetur. ue ergo 

yug U T yquxs 
wt fat xzx--gyg-—-tt, et pro OmOg prodeat DH atque 
superficies portionis sphaericae - hac formula integrali duplicata 


exprimetur. f / 7; V Ti 77.  Bumatur primo u constans 
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erit ea . 
— Ju —yaa-—t)l. 
quhe jam facile absolute integrabilis reddi potest: ponatur enim 
aequalis functioni algebraicae cuicunque ipsius u, quae sit — V, 
ertque 
b—y(aa— 1t 2X0 


au , 
et portio superficiei sphaericae adeo indefinita erit -— V, ubi 
pro V functionem algebraicam quameunque ipsius u accipere lieet. 


$- 36. Simplicissimae solutiones deducentur ex hac hy- 


pothesi Y—j1GSE3. unde fit , 
av au--g - 
! 'aóu — T acuob 
hincque . ' - 


b—y(a—t0—vI 5s 


Ponatür b —-0, et cum per substitutiones sit 


uzcLet-y(mr-4-yy, 
erit pro curva quacsita 
Y Gx-Fyy) (aa —x* yp ay Bo, 
et pro superficie 
—5(az-B 
—V rA : 2l 
Hinc casus simplicissimus oritur, ponendo (9 — 0 et a — &, 
unde prodit aa xx — (xx--gyy)-—0,sugyy-ax-—zr; 
ita ut curva G R H sit circulus diametro A C descriptus, et 


—— yu. 55  Inünii ali eireuli diametrum — a habentes ae 


per centrum sphaerae transeuntes reperiuntur, si sit 


B-y(aa—«a, 


D 


Fig. 9. 


. ob TUE Z— cos A CR, ducto perpendiculo S T, erit illa su- - 
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unde fit 


ax--gy (aa —am-cus-d-yy et 


votBeEIY:31—ayGz -«-Vy) 


ubi notandum est, quantitatem Y pro natura rei constantem quam- 
dam assumere. 


$. 37. Concipiatur ergo octans sphaerae euper quadrante, 
- AC B extractus, cujus radius C A — a, qui simul sit diameter 


semicireui CR A, in quo si ducatur corda quaecunque C R, et 
perpendiculum R P, ut sitCP — x et PR —— y, erit C R Zt, et 
u erit tangens anguli À C R. Quoniam igitur posuimus 5 — 0, 
prius integrale, quo & erat constans, est y/(aa — £t), quod cum 


, evanescat si £— a, evidens est, id non per cordam C R — t sed. 
per ejus complementum R S extendi Hinc repetita integratio 


Á iE y (aa — tt) eam sphaericae superciei portiomem expri- 
mit, quae trilineo. R Y AS imminet, quae ergo ob 


y(aa —tÜ- vy est — xa; 4-40. 
integrali scilicet ita sumto, ut evanescat cum angulo ACR. Quare 


perficies 
z22a(a— CT) CA.AT-—AV, 
ducta corda A V. Consequenter portio superficiei sphaerae spatio 


CERASB inter quadrantem et semicirculo intercepto imminens, 
aequatur quadrato radii sphaerae. 


$. 38.  Contemplemur autem adhuc ejusmodi casum, 
quo prima integratio evanescat posito £ — 0, seu sit b — a, 
&c ponatur Y — ja a u, quae expressio simul süperficiem quae- 
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sitam praebet. Erit ergo 
: a — y (aa — ti) —ia (1 «-u). et 
| Y (aa — tt) zia(1 —uu), 
ita ut sit 
t—jay(3--2uu — u*) seu - 
£-2jay (127 uu) (3 — uu), 
ubi est C R —/, et u denotat tangentem anguli A C R. Ex 
hae aequatione patet, si sit u — 0, fore EE 





quaesita radio A C ita in E occurrit, ut sit C E — C A. YS 


eique perpendiculariter "insistit. — Tum 'si angulus A C R augea-: 


tur ad semirectum A CF, ut fiat u — 1, erit £— a; hocque 
easu curva per ipsum punctum F transit, ibique quadrantem os- 
culabitur; ac simul distantia f fit maxima. Dehinc curva in- 
trorsum reflectitur, et £ evanescit si uly 8: hoc est, curva 
centro C ita immergitur, ut ejus fangene | in C cum radio C A faciat 
angulum 609. 


$. 39. Tota ergo curva in quadrante descripta figu- 
ram habebit E R F G C, et ducta in ea ex C recta. utcunque 
C R, angulique E C R tangens sit — u, tum portio superficiei 
sphaericae sectori E C R. imminens algebraice poterit assignari, 
eritque ea — j a a u. Quare si C R ad occursum cum tan- 


gente A T producatur, ob A T — a u, ea porüo praecise ae- 


quabitur triangulo C A T: et portio imminens sectoi E C F 
erit — iaa, si autem- angulus E C R. major semirecto sumatur, ut 
Sit u$» 1, quia tum 


Y(aa—tt)—y(aa—xx—yg) . 
quae est elevatio superficiei sphaericae supra quadrantem, fit ne- 
gativa, superficies in inferiori -octante capi debet. Quodsi hu- 


jus curvae aequationem inter coordinatas .C P — x et PR—ygy. 


Fig 10. 


35 Scilicet curva - ^ 
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desideremus, ob' : 
tt—xcr--yy et uci, 


habebimus m 
4mz--4gy-—aa(s-4-*22— —Z2- EE CERE) CEA] 


quae divisa per xx -]-gyg praebet 


ÁÀ —— M — Azx* 
Ax'—3aaxr-—aagg,sugyg-c3xx—-.- 


40. Hanc solutionem reddere possumus generaliorem 
ponendo V — a bu, fietque 
a — y (aa — tt) ZZ b(1 -- uu), hinc 
V (aa —tt)22a—b—buu, ergo 
it—2ab—bb--2(a —b)buu —bbw 
-—(4-ruu)(2ab—bb—bbuu) 
Qua ad coordinates orthogonales translata, divisio per xx X yy 
iterum succedet, fietque 
x'-(2ab—bb)zx-—bbyy seu 
—$y(2ab —bb—zxz), 
sc portio superficiei sphaericae sectori E C R hujus curvae im- 
minens eio Le 2 2b. A T: quae expressio locum habet, quamdiu 


uut ; hoc est donec anguli E C R tangens fiat —— y EE 
vbi fit t— a. Tum vero angulo E C R ultra aucto, perpendi- 
culares super curva érectae ad hemisphaerium inferius protendi 
debent, quo casu superficies eo magis augetur. Si ergo sit b—a, 
quia y/ (aa — tt) ubique fit quantitas negativa, quantitas b. AT 
'porüonem superficiei sphaericae ad inferius hemisphaerium continua- 
tae exprimit. ! 
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$. 41. Sit adhuc 5 — a, ac ponatur 


— 2* (s4- Bu) 
Y (f--wu) 
ut superficies assignanda evanescat posito u — 0, eritque 
a(B—«u) 
a — y (aa — t) — ya-pui) 


y (aa — t2) —a - eS, 


übi notandum est, si haec expressio fiat negativa, ibi in hemi- 
$phaerium inferius descendi. Ex his autem prodit 


t, .2(8—aw) —(8—au) 

8a — Y (12-uu) i-rua " ! 
Quare evanescente angulo E CR, cujus tangens — u, erit 

i-— 28—88,sts u— 2, evanescit £. M 
Pro altera. parte axis CA fitu negativum, ac posito uL -—v 


habetur superficies, negative expressa" 


— a8(a—B v) 
N— Y vv) 


et curva bn definietur aequatione 
lo£rQ-a») — (Br a2)* 
*a— y(i--wv) i--vv ^? . 
unde posito v infnito prodit HL —2a-— aaa; uà reta CR. 
ft in curvam normalis, quod etiam evenit, ubi 
v—$g et Li—2:y(aa--Bf)-—«a«—gg. 
Quare ne fiat £ imaginarium, oportet sit y/ (a a 4- 88) « 2. 


—aa! 











—ada, 


$. 42.  Consideremus casum quo 


1 —ad 
aTc—yictQ-yp 
wt sit superficies 


— 1 i-g-u 
Vaa(7;— Yiü-Lag) et 
ft 2 (1-1- 2) 4-79 


*a— V3(-FwX) —àü-rusy : 
Vol. IV. 86 
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ubi patet si u — — 1 fore £—— 0; tum vero ut sequitur 

8i uc—o0, . w-1i,uLckcT,  uclcoo, 

ét t a y 2Y5—À, t — a, t ay Rs Ema y 115-3, 
ubi notandum, casibus u — 1 et u — «e rectam CR fore in cur- 
,vam normalem. In hoc ergo quadrante curva nostra fere cum 
quadrante confunditur, cum ubique sit proxime 5 — a: cui portio 
superficjei sphaericae imminens erit — aa y/2, quae deficit a Super- 
ficie totius octantis, quae est Ta, parte satis parva aa(1—71/2)— 0, 
15658Ga. Ad alteram axis C A partem haec curva in centrum 
incidit, ubi tangens cum CA faciet angulum semirectum. 


$. 43. Verum solutio $. 35. data multo magis ampli- 


fieari potest, cum enim superficies sphaerae assignanda hac for- 


mula exprimatur / PE vA PEDE et in integratione vit 


quantitas u ut constans consideretur, integrale ita exhiberi poterit 
U — y (aa — tt), denotente U functionem quamcunque ipsius u; 
quae formula, quoniam evanescit si 
y (a a —tt) cU et t— y (aa — UU), 
ab hoc termino quantitas £ ulterius protendi est concipienda. Deno- 
tet jam V aliam quamcunque functionem ipsius u, quae abeat in 
C posito 4 —— 0, ac ponatur guperficies 
. a8 — 
. FREU --Yy(aa—t)— 4Y—aC, 
eritque hinc . 
LL 9Y(1-4-uu 
U—y (aa —1£) —9Y67*9, 
ideoque . 
y 
Y (aa—tt)zz v —9X6:s9, 


unde alter terminus ipsius £ definitur. 
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^ 
$. 44. Hinc igitur solutio problematis Florentini ita ge- 
neralissime adornabitur. ^ Constituto quadrante circuii A C B, cui 
octans sphaerae insistat, radio C A existente — a, ductoque radio 
quocunque C$, vocetur anguli A C3 tangens — wu; tum primo 
curva EQ G ita construatur, ut sit CO — y/ (aa — UU), et 


Fig. 11. 


perpendiculum ex Q ad sphaericam usque superficiem erectum , 


QM-—cU, denotante Ü functionem quamcunque algebraicam ipsius u. 
$i u — 0 abeat CO in C E, et QM in E I. Deinde alia de- 
Scribatur curva F RH, ut sit 


— ova 
( €R—yl[aa — (U — P 6e, 
et perpendiculum ex R ad sphaeram usque pertingens 
RN-U—2YUk:0, 


denotante V aliam, quamcunque functionem algebraicam ipsius u, 


quae abeat in C si u — 0; quo casu simul CE in CF et RN- 


in F K abeat. Jam his duabus curvis constructis, portio superficiei 
- sphaericae areae EQR F imminens et intra terminos I, K, M, N 
contenta, algebraice exprimetur, eritque ea — a (Y — C). 


. .& 45. Haec de natura formularum integrelium dupli- 
catarum commentandi occasionem praebuit problema aeque ele- 
gans atque utile in analysi, si quidem ejus solutionem evolvere 
liceret. —Quaerebatur scilicet. inter omnia corpora ejusdem so- 
liditatis id, quod minima superficie contineretur: quod quidem 


ad ternas coordinatas. oxthogonales zx, t$ et z relatum, posito - 


Qz-czpOx--q0Oy ita analyüce exprimitur, ut inter omnes 

relationes harum trium variabilium, quae eandem quantitatem hu- 

jus formulae integralis duplicatae ///z0 x09 contineant, ea de- 

finiatur, cui minima quantitas hujus // Qzóy y (1-I-pp-1-34) 

respondeat. Quod problema si per theoriam variationum aggre- 
- 56* 


Fig 12. 


444 |. . SUPPLEMENTUM VI. 


diamur, effici oportebit ut fiat 


a8 ff àz0yy (12-pp2-929) —9//20z0y, 
ita ut totum negotium ad variationes. hujusmodi formularum integra- 
lium duplicatarum indagandas reducatur. . 


$. 46. Quoniam "utraque formula duplicem | integrationem 
exigit, si in priori z pro constante habeatur, nostra aequatio ita 
repraesentabitur ' ' 


adf àxfOyy(1--pp--094) —3/0x/20y. 


Verum hic probe animadvertendum est, postquam integralia 


f£O9yy (12-pp-- 44) et /20y 

fuerint inventa, tum  variabilem 3 non amplius indefinitam seu 
ab z non pendentem relinqui, quin potius pro sg certam func- 
tonem ipsius x, quam figura corporis exigit, substitui oporte- 
re, ita ut in secunda integratione quantitas 7 non ut constans 
seu ab z non pendens spectari queat. Quia autem ob figuram 
corporis etiamnunc incognitam ista functio non constat, neutiquam 
apparet, quomodo  variationes istiusmodi formularum duplicatarum 
determinari debeant. 


$. 47. Ipsa vero hujus quaestionis natura alias prae- 
terea  determinationes requirere videtur, quarum ratio in solu- 
tione haberi debeat. Nam quemadmodum si curva quaeritur, quae 
inter omnes alias eandem aream includentes brevissimo arcu con- 
tineatur, non.solum basis A P sed etiam duo puncta B et M, per 
quae curva transeat, praescribi solent, ita etiam im nostro pro- 
blemate non modo basis, cui corpus tanquam columna insistat pro 
cognita assumi debere videtur, sed etiam ipsi extremi termini su- 
perficiei quaesitae. Quodsi enim hae res non praescribantur om- 


nes, me quaestioni quidem ,certae locus relinquitur: nam etiamsi 
4 Hu 


' 
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basis praescriberetur, termini vero supremi superficiei arbitrio no- 
stro relinquerentur, manifestum est, quo altior fuerit columna, eo 
: magis soliditatem auctum iri: eadem manente superficie suprema; 
quandoquidem superficies laterum non in computum ducitur. Multo 
minus autem problema sine. basis praescriptione ullam vim retine- 
ret, quoniam basi coarctanda quantumvis magna soliditas cum mi- 
nima superficie posset esse conjuncta. 


446 . 
SUPPLEMENTUM VIL 
AD TOM. I. SECT. II. CAP. V. 

DE 
COMPARATIONE QUANTITATUM TRANSCENDEN- 


TIUM IN FORMA / r2 
CONTENTARUM., 





Plenior explicatio circa comparationem quantitatum in formula in- 
Z9oz 

fr (123- mz $ --nz^*) 

nem quamcunque rauonalem ipsius z z. | Jfcía 4fcademiae 


Scientiar. Petropolitanae. Tom. VF. Pars II. Pag. 3 — 22. 


tegrali contentarum, denotante Z functio- 


$. 1. Etsi hoc argumentum jàm saepius tractavi atque 
Illustrissimus La Grange plures egregias observationes super hu- 
jusmodi formulis cum publico communicavit: id tamen neutiquam 
adhuc satis exploratum, multo: minus exhaustum est censendum, 
sed plurima adhuc maxime abscondita involvere videtur, quae pro- 
fundissimam indagationem requirunt atque insignia incrementa Ana- 
lyseos pollicentur. Imprimis autem ipsae operationes analyticae, 
quae me primum ad hanc investigationem perduxerunt, ita sunt 
comparatae, ut non nisi per plures ambages totum "negotium con- 
ficiant, unde merito etiamnunc methodus directs ad easdem com- 
parationes perducens maxime est desideranda. Praeterea vero uni- 
versa haec investigatio multo latius patet, quam eas formulas in- 
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'tegrales, quas primo sum contemplatus, ubi pro littera Z tantum 
vel quantitatem constantem vd functionem integram ipsius zz hu- 
jus formae F-]- Gzz -- H 25 -j-I25 -,-K z? etc. assumsi, quibus 
casibus ostendi, propositis duabus quibuscunque quantitatibus hujus 
generis, semper tertiam ejusdem generis inveniri posse, quae a 
summa illarum discrepet quantitate algebraica, quae quidem evanes- 
cat casu quo Z est tantum quantitas constans. N 


$. 2. Nune autem observavi, easdem comparationes in- 
stitui posse, si pro Z accipiatur functio quaecunque rationalis ip- 
sius z z, quae scilicet habeat hujusmodi formam ' 

F--Gzz-- Hz*-I-I2* -- K z* -- etc. 

8-I-622-1- $ 2*-1-3 2* 21- $ z* -I- ete." 
ubi quidem hoc discrimen occurrit, quod differentia inter sum- 
mam duarum hujusmodi formularum et tertiam formulam  ejus- 
dem generis inveniendam non amplius sit quantitas algebraica, ve- 
rumtamen per logarithmos et arcus circulares semper exhiberi pos- 
Sit; ita ut nunc ista investigatio multo latius pateat, quam eam 
&dhuc eram complexus. Atque hinc fortasse, si omnes operationes, 
quae ad hunc scopum manuducunt, debita attentione perpendan- 
tur, faciliorem viam apperire poterunt ad methodum directam per- 
veniendi, totumque hoc argumentum maxime abstrusum feliciori suc- 
Cessu perscrutandi, 


$. 3. Quo autem haec omnia claríus perspici queant, 


denotet iste character II; z eam quantitatem transcendentem, quae 


ex integratione formulae propositae / Vü-Falig-az) nascitur, 


dum integrale ita capi assumitur, ut evanescat posito z — 0; 
unde statim manifestum est, fore quoque II: 0 — 0. Deinde cum 
Z involvat tantum pares potestates ipsius z, cujusmodi etiam in 
formula radicali insunt, evidens est, si loco z scribatur — z, 


448 SUPPLEMENTUM VIL: 


tum valorem quoque istius. formulae integralis ideoque etiam cha- 
. racteris IE: z in sui negativum abire, ita ut sit II: (—2)——II:z: 
His praenotatis si proponantur duae quaecunque hujusmodi quan- 
titates II:p et II:q, semper invenire licet tertiam quantifatem 
,ejusdem generis II: r, quae a summa illarum formularum II:p--II:q 
differat quantitate vel algebraica vel saltem per logarithmos et ar- 
cus circulares assignabili. Regula vero, qua ex datis litteris p et q 
tertia r elicitur, semper manet eadem, quaecunque functio per lit- 
teram Z designetur: semper enim erit 


r — PXctmqa0nqn-aY (d mpp-enpt) 
— 1—npp44 


Hinc autem pro sequentibus combinationibus observasse juvabit, 
fore 


y (1e mrr-bnp)— 


. (mpq - [Y (€ -H- mpp--np*)] [Y (1 3-mq4 4*9] (1-- pp 44)-21pa (pp E23) 
(1—npp44)? . 


. - $ 4. Non solum autem haec iuvestigatio adstringitur ad 
hujusmodi formulas II:p et II:q pro arbitrio accipiendas, sed 
adeo ad quotcünque formulas datas potest extendi, ita ut, quotcun- 
que hujusmodi formulae fuerint propositae, scilicet 

II:f-1-IL:g -- II: h -- II : i H- IT: k -]- etc. 
semper nova hujusmodi formula II: assignari possit, quae ab 
illarum summa discrepet quantitate vel algebraica vel:saltem "per 
logarihmos et arcus circulares assignabili. — Quin etiam formulas 
illas, quas tanquam datas spectavimus, ita definire licebit, ut dis- 
crimen illud, sive algebraicum sive a logarithmis arcubusque cir- 
cularibus pendens, prorsus evanescat, ita ut futurum sit 

II:r —II :f-- II:g -- IL: h -- IE: i -p- TE: k -- etc. 
Atque haec fere sunt, ad quae hanc investigationem generalio- 
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rem, quam hic exponere constitui, mihi quidem extendere licuit; 
quamobrem singulas operationes, quae me huc perduxerunt, suc- 
Cincte sum propositurus, 


Operatio I. 
$. 5. Universam hanc investigationem inchoavi a conside- 
r&tione hujus aequationis algebraicae 
&-J-'y(xx4-9g9)4d-29xy--Zxxyy-—0 


ex qua, cum sit quadratica, tam pro x quam pro g radicem ex- 
trahendo, colligitur vel 


y ciexY te in y-sQrz—vizü 


: Téx 
NETTE REI LETTRES yy) 
Yci»» 








, vel 





"ita ut hinc fiat 
y E- ay 4-(83—y y -aZ) x x—y Zx*1— yy Lazy, et, 
Y -a*y-Q3- y y -a2)y gy y Z y] zy xy - Z2 xyy. 


$. 6. Nune litteras a, 'y, 3, Z, ita definio, ut ambae 
formulae radicales ad fornam . 


y (4 e mx x d- nx*) et V (1 4- mygy d- n y?) 
reducantur, quem in finem facio 
£f—aycko 
29.98 — yy —az — mk, et 
| 39, — y Z —nk, 


ex quarum aequalitatum prima fit ac 
.qui valores in secunda substitüti praebent 


à3—yy-uWamnk, 


—nk 
y? 





, €x tertia Z — 





ideoque 


AV (vy EE eme SY Ge my ken E, 
Yol. IV. d 67 
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inde aequatio nostra nunc erit 
-k-etyy (23-99) 2 zy y (y* my ykcnkl)- nkzsgyzo: 
hinc igitur ambae nostrae formulae irrationales erunt 
Vk(4 -max2-nx*)-sy y - yay (y 3 my yy k--nkK) - 53 so e g, 
yk(1--myg--ng*)-Yx4 Ay (y*--my'yka-nkK)- ^7 z yy. 


$. 7. Cum nuné ambae quantitates x et y ita a se in- 

vicem pendeant, quemadmodum aequatio assumta declarat, litteras 
adhuc indefinitas *y et k ita definiamus, ut posito 5 — 0 fiat y—a. 
Oportebit igitur esse — k -I-'y^yaa—0, ideoque k—"y'yaa, quo 
valore substituto aequatio nostra erit 

0 — y y (xx -1-y y —a a) 2-2 y 'y x y y (1 4- ma a-p-n a*) 

—nyvyaazzyy, — | 

hincque fiet per ^y^ dividendo 

0 — (zz --yy—2a2)-4-2zy y(1-41-maa-- na*) —Énaaxxyy. 
Tum vero ambaé nostrae formulae radicales ita exprimentur 

y (1 3- mxx 4-nx*) —2 --5y/(1 4-maa--na*) —n az z y, 

y (4 4 myy-iny*) 55 4-2 V (1 A- maa 4-na*) — na z y y. 


$. 8. Quo has formulas tractatu faciliores reddamus, po- 
namus y/(1 -21-ma a — n a*) — 9t, similique modo 
y (1 a4- mzxx -A-n25) — et 
Y (1 4-mgy a-ny*) — X. 
et aequatio nostra erit 
xr-4-yy-—aa--29(xg-—mnaazzggy-; 
unde reperitur 


— nal. — 4»--«9 
y—— EA ex UT $7345! 
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unde patet $i fuerit y — 0 fore x——2a; tum vero erunt formu- 
lae radicales 


y (4 --m& x 4- n2*) — g—1- nass, 
y gy eng) 9—; E mazyy. 


$. 9. Quemadmodum autem tam gy per z quam c» per y 
exprimere licuit, ita etiam 9) per solum a et £P per solum g ex- 
primere m Calculo autem instituto reperietur fore 


—msy--u 8) (1 n2255)—212y (sa 1-5) 


- mE T Cn A-98 E) (4 IEEZDEEPEES, 


(0—nsszx) 


$- 10, Praecipue autem circa nostram aequationem * 

xz--yy--aa--29(z9y-—naaxzxygy—o0 
notari meretur, quod ternae quantitates x x, yy,aa perfecte in- 
. ter se sint permutabiles, Si enim membrum irrationale ad alteram 
partem transferatur, ut eit 

sz--yy—aa—naaszgy-—29 ay, 
et quadrata ,fomentur, restituendo pro $9(' valorem suum 1 -]- 
maa--n a^, prodibit ista aequatio 
-rz i—2z2yy — Amaanzyy —2ndizzyy--nnala » 
-Ly—2aaxx ^" — 2naaz* Vg - 0, 
-Fa'—2aayy |. —2naazzy! 
ubi permutabilitas litterarum a, x, $ manifesto in oculos incurrit. 
In ipsis quidem formulis euperioribus, ubi ipe quentitas a ingre- 
ditur, permutabilitas non adeo est manifesta, sed prorsus elucebit, 
si loco a seribamus — 5, Aene $5 loco 2[; 4um egim, quemad- 
modum erat 
y— —i-Zia.a4 *—— [rr 

: 57* 
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ita erit b — -BIA similique modo pro formulis radicalibus 


seu litteris majusculis erit 
(nb E) (cpnbbrz)-Einbr(bb-rzz) 
9-— 1—nbbxzx) 
EETPFPPERDTEETITTEEY 


1—nbbyy)? 
$&LoseEPG RRPP PI HTRPPRRE 22) 
ü-—azz)3»? ——— 


Sicque perfecta permutabilitas perspicitur. 


Operatio Il. 


$. 11. Differentiemus nunc nostram aequationem algebrai- 
cam assumtam, quae est 
zz-Eyy—aa-c292y—naassyg— 0, 
,et aequatio differentialis erit. . 
Qz(z--9y—naazgy)--0y(y--3x —naazzy)—0, 
sive 


ax ay — 
y 8x—n3asz3 X PWI- 124333 7 9. 


Ex superioribus autem constat esse 
y-d-9x—naazzry-ca& et 
z--Uy—naazgyy--a$), 


unde aequatio differentialis hanc induet formam 
EJ 





a3» — 
c^ 28— 0, sive 


-4- 2» 0 
YG-Emz zT Yü-Fmj3-1y9 — . 





f. 12. Invent igitur hac aequatione differentiali, de- 
notet iste Qaracter T: zx integrale £3 Mo 0t character D: y in- 
tegrale^ yx 7»? ,utroque integrali ita sumto , ut evanescat posito 


vel z — 0 vel gy — 0, atque aequationem illam differentialem 
integrando fiet T: z-|-T: y — C. Cum autem sumto z — 0 
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fiat etiam T:r—U et 9 — a, erit constans illa C — T :a, ita 
ut habeamus hanc aequatonem T:z--I:g-—Tr:a. " 


$. 13. Quoniam hic nulla amplius variabilitatis ratio te- 

netur, patet, sumtis binis litteris z et y pro lubitu, litteram-a ita 
semper definiri posse, ut fiat 
T:4á c r:m-cTI:y 

Si enim in $. 10. loco 5 scribatur — &, sumi debet 


x94»€ 
1—nxxyy? 


quae comparatio jam casüm constituit specialem investigations ge- 
neralis, quam suscepimus. Si enim loco z et.g scribamus p et g, 
at r loco a, tum vero 9D, £) et 9€ loco G', 9) et 9f, atque si, 
sumus pro lubitu quantitatibus p, g, capiatur r — 2—.,, tum 
utique erit D:r—-T:p--TI:q, ita ut hoc casu discrimen illud 


inter T :r et summam T:p--T:q plane evanescat. Sicque jam 
zà 
evolvimus casum, quo in nostra forma generali ÁYüTwiEIS) 


pro Z sumitur quantitas constans. 


a -— 


Operatio III. 


$. 14. Quo nune propius ad nostrum institutum acceda- 
mus, sint X et Y iales functiones ipsarum z et y, qualem volu- 
mus esse Z ipsins. z, et quoniam modo invenimus 


VüTuzsTasn —ycr»zirnu x) 9 
ponamus esse 
Xóx Yo» 
. (y (d mxx-nax*) CE Yay» 255 — —2v, 
ita ut, si X et Y essent quantitates constantes, foret ovzco. 
9 —-à3x 
we ergo si loco YGTm-30259 scribamus unu? 


5 
B 
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(1—Y0)2* 
-— (aT mxz-r22*)* 


: Át si loco radicalium suos valores rationales scribamus, erit 


— . sX-—Y)x 
Q9v— — 5qUx—naaxxy? vel 
a«(Y—X)0y 
Q9Y— gdÜHy—nsaxy 


$. 16. Cum autem nulla sit ratio, cur istud differen- 
tiale Q V potius per Ó z quam per O g exprimamus; consul- 
tum erit novam quantitatem in calculum introducere, quae aeque 
referatur ad x et ad jy. Hunc in finem faciamus productum x5 —u, 
ac síatuamus 
| zpWD gp — i135 225575: 
Hinc igitur erit 
Oz-sOu(y--9z—naazzy) et 
0y——sQu(xz-- 4y-—naazyy), 
ex quibus colligimus 
gàür--rQy-sou(yy—zz)—0Ou, 
sicque habebimus 5— 5, ——.., ita ut habeamus . 
—L3£0— —Llu232112 99... NS 
9-üÜx—naaxxzy 7 &--€6y —naaxyy ^7 )3—2z& 
Hoc. igitur valore substituto nanciscimur 
Qvy—2X D -—:913—1 
323—535 Xx—)yY 
$. 16. Cum autem X et Y. sint functiones rationales 
pares ipsarum z et y, in quibus tantum insunt potestates pa- 
res harum litterarum; facile intelligitur, formulam X — Y sem- 
per esse divisiblem per zx x — gy y, ct quotum praeter pro- 
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ductum xg ——u insuper involvere summam quadratorum x£--yy; 
quamobrem statuamus z x -- jg — t, et cum aequatio nostra fun- 
damentalis fiat 

t—aa--29u—naauu-cco,; 
ex ea fit 

-2aa—29(u--naauw, | 
ita ut £ aequetur functioni rationali ipsius u. ^ Quod si ergo hic 
valor ubique loco f scribatur, differentiale nostrum quaesitum 0 V 
per solam variabilem uz exprimetur, ita ut posito 0 Y—U Qu 
semper sit U functio rationalis ipsius wu, quae ergo 5i fuerit integra, 
tum. V aequabitur fünctioni algebraicae ípsius u; sin autem sit 
functio fracta, tum integrale V — ^ U Q u semper per logarithmos 
et arcus circulares exhiberi poterit ^ Hoc ergo integrale si ita 
capiatur, ut evanescat posito u — xy —c0, id etiam evanescet 
posito z: —— 0 vel y — 0. — Atque hinc integrando impetrabimus 


x9. I Y23. — — 
JYGYaserumy  VUvayspu) T CY cc 6f Uu 


$. 17. Quod si igitur characteres II: et II:g de- 
notent valores horum integralium, ita ut.utrumque evanescat sumto 
vel z — 0 vel y — 0, quoniam facto x — 0 per hypothesin fit 
y—a,m manifestum est. constantem hanc fore II:a, sicque aequatio 
finita reeultabit ista . 


n:z--H:y-ci:a-- /UQw. 


V. 15.  Accuratius autem in valores hujus fractionis U pro 
quovis casu inquiramus. Ac primo quidem, si sumatur 


Za (az--y z*-- af -e etc. 
erit simili modo 
CX-ae(ámmay x5 e da6-e ete. et 
Yzza--Byy-- y y 2-9 g5 - ete, 
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quare cum invenerimus 


2v —U09u-—29E-D ec 


xx) ^ 
—..s(X—»D | 

U-L—I—» ideoque 

U— a [B (xoc— 9) H-'Y (x*— *)-- 5 (* — *) -- etc-] 
—7 ax—)yy , 


unde fit . . 
U-—a(l—ay(xxz-«yg)—a9(z* zxyy--y*) — etc. 
Cum igitur sit zz--ygi—-tetzy--u, erit 
U—-—a( —a'yt—aS(tt—uwu)— ete, 
unde cum sit ! 
t—aa—28(u--naauu, 
caleulo subducto altiores potestates omittendo, fiet 
fUàucz—au—a*y(aau—3Luu--jnaau?) 
—aB(a*uu — 2 aaSuuA-3na* i — n*La* uh e ii^ ah uS) 
$300 us 
Ti u?, 
Atque- hinc. intelligitur, si functio Z ad altiores potestates exsurgat, 
quomodo válor integralis ipsius /^U Qu inde inveniri queat. 


$ 19. Sin autem Z fuerit functio fracta, scilicet 
dl a8zzdys . 
— écn2ar z^? 
hincque e - 
x—2eRYs t 
—$-Euazx-éx* e 
— wb EYY ont 
—Enyyoríát " . 
Xx—Y-— (82—a) (xx—55)-- (v6 — 0) (x*—7*)--(vn—00 z2y*(x1—5*) 
— En (x9) HE (^E) 9m? a yt n8 act y (xx yy) c6 0aty* 
Hinc igitur introductis litteris £ et u erit Ul 
x—Y .— B —an-r- (ve —20) t-F(yn —80) u 
*-a—53 — £6-c-éntd-Q6 (tf —Zuu)-i-mnuu-r-nótuu-j-ó$ut? 
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quam ob remi cüm sit ^ — 
— sx 
U-—i1$—y) o 


t—aa-23[u--naauu, 
manifestum est, integrale formulae / Uu misi fuerit algebrai- 
cum, semper, concessis logarithmis et arcubus éircularibus, ex- 
hiberi posse. Sicque per has tres operationes omnia praesti- 
timus, quibus opus est ad omnia problemata huc spectantia sol- 
venda 


D 


Problema I. 

$. 20. Si I1: et I1 :g denotent. valores formularum 

integralium ; 
xax . Y2y 

Gnss us) * Á V(cERYY 23) 
ubi X et Y sint functiones pares similes ipsarum x et y, atque 
dentur binae hujusmodi formulae 31: et II: y; invenire tertiam 
formulam ejusdem generis YI:z, ut sit 

I:z-—Im:m--du:y--, ! 
ita ut JW. sit. functio vel algebraica vel per logarithmos et arcus 
circulares. assignabilis. UU 


Solutio. 


Cum dentur binae quantitates x et y, ex iis formentur 


radicales 
€g—y(1 -4-mzz-na*) et 
$9 —y (12-nyg 4- ny), 


ex quibus definiatur quantitas z, eodem modo quo supra litteram 


a per xz et y definire docuimus, ita ut sitz ESTE, ejusque 


valor irrationalis t 


— — ERO 32 I, 
8—y (1--mzz--nz*) c ex2t39) e (UD uocem. 


Vol. IV. $8 
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tum in superioribus formulis ubique loco a et 93[ scribamus z et 
—Y 
ze —3» : ui 
reduci posse ad' functionem ipsius u, existente u — xg, ac po- 
natur Y — / UQ u, in qua integratione quantitates z cet 5 pro 
. Constantibus sunt habendae, ita ut littera V spectari possit tan- 
quam functio ipsius u — x y, quandoquidem etiam z et S per 
z et y determinantur. Probe autem teneatur, in ista formula in- 
tegrali solam quantitatem 4 ut variabilem esse tractandam. Hac 
igitur quantitate V inventa erit . 
I:xr--IH:g—IH:z--V, 
unde cum debeat esse ' 
H:z2—IH:x--H:g-d-W,^ 
patet esse 'W — — V, ideoque quantitatem vel algebreicam, vel 
per logarithmos et arcus circulares assignabilem. 


8, et capiatur — — quam quantitatem vidimus semper 


Corollarium 1. 


$. 21. Totum ergo negotium hip redit ad integrationem 
formulae U Q u, existente . 
z(X—Y) 
Ex—yy? 
quam supra vidimus semper per u exprimi posse, siquidem in hac 
integratione litterae z et 3 ut quantitates constantes tractentur. 





uczyetU-— 


Corollarium 2. 


$. 22. Cum igitur pro data indole binarum functionum 
X et Y haec integratio nulla laboret difficultate, ipsumque integrale 
per u, hóc est per z 9 exprimatur, cujus valorem ex datis quan- 
titatibus x et t semper exhibere liceat, loco quantitatis V scribe- 
mus in posterum characterem d: x y, unde pro quibusque alüs 
litteris. loco x: et g  assumtis intelligitur significatus characterum 
$ibg,d:ab etc. 
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Corollarium 3. 


$. 23. Hoc igitur charactere recepto, si pro datis quan- 


titatibus x et y capiamus z — NS. unde fit 
g8—- (mz --E9) (1--22y») --2n 25 (zx 4-7 y) 
nur (1—52x55)* 


|1OE:z—II:mrd-IHI:y—d:zy. 


, erit 


MEMEN Problema 2. 

$ 24. Servatis omnibus characteribus, quos hactenus ex- 
plicavimus, si dentur ternae formulae, I1: p, 11: q, I1 : r, invenire 
quartam ejusdem generis 31: z, ut fiat 

II:z—IIp--I:gq--I:r--7, 
ia ut W/ sit quantitas algebraica, vel per logarithmos arcusve 
circulares assignabilis. 

Solutio. : 
Ex datis binis quantitatibus p et y, ideoque etiam 99 et a 


pà--49 
inde oriundis, capiatur z — i—sppad* simulque 


g — (nts 95) G-enpban P270 (00 00, 
(1—2p?44)* 


Tum vero etiam colligatur valor characteris i:p g, eritque per 
praecedentia 
H:zr-—I:p--II:q — 6:95 sive 
I:p-;In:q-cH:m-0:p3, 
quo valore substituto erit 
I:zccIp:m-egI:irad:pq2o W. 
Ex praecedente autem problemate, si loco g hic scribamus r et 


capiamus 2 — ;5—— £t. » unde fit 


8— (nrz-PXE)ü-Earrez)-9arr C r-pzz) erit 


(1—8or rxx)*? 
II::2—cIH:z-LH:ir—d:rzx, 
5s* 
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qua forms cum praecedente collata colligitur 
Ww——d4:pq—d:irm, . " 

ita ut sit 
II:z2— H:p-H:q--H:r—d:pq —d:rz. 


Problema 3. 


$. 25. Propositis hujusmodi formulis 31: p, 11:9, H1: r, 
IE: 5, , invenire quintam ejusdem generis I1: 2, ut fiat 
H:z-cIH:polH:q-eIn:r-uI:s4, 
ita ut. JW. sit quantitas algebraica, vel per logarithmos arcusve 
: circulares. assignabilis. . 
Solutio. 





f Inl AU - : —.pü2-49 
iem Ex daüs binis p et q quaeratur z, wtost x — (ou 
] s£— etciténtct cina 
u—spp14)* 
eritque 


H:z-cII:p-eIgdI:q— b:pqQ. 


Simili módo ex binis datis r et s quaeratur y, ut sit g—I$t La 





eritque t H ) 
9 — (nri Gy i-parri)-- --znrs nerED) 
—— — —"-—narrss 7 077. 


tum vero 
II:g—IH:r-cIDE:s—d:rs. 
Nunc denique ex inventis x et y sumatur z — 


8— (n25--92) (-x2»»)- iney(z E32). 
(1—2x5))* 
eritque 


GD:zcIHime-T1:iy—dÓ:xg 
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' Quod si ergo loco II: e£ II:g valores modo inventi substituan- 
tur, fiet 


II:z-II:p-- IH: Qn: re«lI:s-i:pg-d:rs- -bimy. 


Corollarium 1. " 


$. 26. Hinc jam abunde intelligitur, sí proponantur quot- 

eunque hujusmodi formulae, quemadmodum novam ejusdem generis 

11:72 investipari oporteat, quae ab 'illis junctim sumtig discrepet 

quantitate algebraica, vel per logarithmos arcusve eirculareg 88- 
signabili. . 
Corollarium 2. 


$. 27. Quod si omnes illae formulae fuerint inter se 
aequales earumque numerus — 2A, semper nova formula IL: z 
inveniri poterit, ut sit IL: z — A II: p -]- W, existente W quan- 
ttate vel algebraica, vel per logarithmos arcusve circulares assig- 
nabili, Quin etiam, duabus hujusmodi formulis II:p et I1:g pro- 
positis, inveniri poterit II: z ut sit 
U II:z-——22A:II:p H- A I: q d-W. 


Scholion. 


$. 28. Hoc igitur modo non solum principia; et fun- 
damenta, quibus hoe argumentum innititur, succincte ac dilucide 
mihi quidem exposuisse videor: sed hoc argumentum etiam multo 
latius amplificavi quam adhuc est factum. Semper autem. maxime 
est optandum, ut via magis directa detegatur, quae ad easdem 
investigationes perducat. Nemo enim certe dubitabit, quin hino 
maxima in universam Analysin incrementa essent redundatura. 


462 SUPPLEMENTUM VII. 
Applicatio 
ad quantitates transcendentes 


9s(--Pe2) —. — [T:: contentas. 


in forma [vá usate) 


$. 29. Cum igitur hic sit Z — a -i- z z, propositis 
duabus formulis hujus generis II: x et II:g, sumtoque 


z-— IE, hincque 
8— — (maz--E9) Q-enssyy)-Inap (et yt) 
(1—5xx55)* 


ex f. 18. ubi u—— xz y et a —, erit 
—II:z--10:g4-xyz, 

ita ut character ante adhibitus db : y hoc casu accipiat valorem 

B x y z. Hujus igitur regulae ope propositis duabus hujusmodi 

formulis II:z et II: y, tertia II:z semper reperiri potest, quae 

& summa illarum differat quantitate algebraica (3x yz. 


$. 30. Ponamus igitur, quotcunque hujusmodi formulas 
transcendentes proponi 

I1:0, H:5, II:c, H:d, H:e, II:/, ID6:g, etc. 
et ex singulis quantitatibus a, b, c, d, 'e, ,colligi valores irrationa- 
les litteris germanicis insignitas 

36 — y (1 4- ma a -4- n a5); 8— y (1 --mb6 -4- n5; 

€ — y (1 me c-- n c); 9—y (14-m dd 4- n d*; 
. . etc. etc 
semper nova formula ejusdem generis exhiberi poterit, quae a summa 
earum discrepet quantitate algebraica,  quantuscunque etiam fuerit 
earum formularum datarum numerus.  Operationes autem ad hunc 
finem perducentes commodissime sequenti modo instituentur. 


$. 31. Primo scilicet ex binis datarum a et b quaeratur 
p, ut sit 


AD TOM. I. SECT. II. CAP. Y. 463 
bu — b-- 965) à) Li 
p-iEre eti — (e Eu II jin (aa-L55), 
Deinde ex hac quantitate p, cum datarum tertia c juncta, definia- 
tur g, ut sit . 
q— EU a QE eri ierkbb . 


i—-nccpp 4 —nccpp 
Tertio ex hac quantitate g cum quarta datarum d juncta, quae- 
ratur r, ut sit ! 
r—l15048 ett — mdq-1-: 0) (1--1dd441-1- $5dq(2d-1-44) 
—71—nddqq — . (—nddqq) H 


Quarto ex ista quantitate 7 cum quinta datarum e definiatur s, 


— r€--eX et e — (mer —€90 (1--seerr) -- 22er(ec-- rr). 


— (1—neerr)* 
Haeque operationes continuentur, donec omnes quantitates datae in 
computum fuerint ductae. d 

(. 32. His autem omnibus valoribus inventis, sequentes 
comparationes desideratae ordine ita se habebunt 














L I::p—II:a--I1:5--Gabp ! ^ 
IL I1::4— Hia 4 H:b-- H:c-- abp 
c Bepg 
IIl. I::r — I:a -- I1::5-- II: 2- I1: d -- Ga bp 
c Bcpq 
--8d«qr 
IV. II:5— Ir: a-- IE: - Hie Hide Hie Q abp 
"Bep 
M-8dgr 
: - pers 
V. HER Ha Hb HI :0 IE :d-e HE :e II:/-- Gabp 
-—Bepq 
-pBdgr 
-Bers 
84st 


etc. ete. 
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$ 35. Cum igitur istà formula transcendens 

in se contineat arcus omnium sectionum conicarum a vertice sum. 
tos, harum formularum ope, quotcunque proponantur arcus in qua- 
vis sectione conica, qui omnes a vertice sint sumti, semper novus 
in eadem sectione conica arcus pariter a vertice abscindi poterit, 
qui à summa illorum arcuum datorum discrepet quantitate algebraice 
assignabili. — Quin etiam nihil impedit, quo minus aliqui inter arcus 
datos capiantur negativi, quandoquidem jam annotavimus esse II: 
(—2-— — II:z, ita Qt nostra determinatio etiam accommodari 
possit ad arcus inter terminos quoscunque interceptos. Hocque 
modo tractatio, quam nuper circa comparationem talium arcuum 
dedi, multo generalior reddi poterit. 


$ 34. Caéterum, quemadmodum hóc cásu, quo sumsimus 
Z-—a--(Pzz, Chàractet suprà usurpátu& dp:z y abiit in 3x y z, 
dum scilicet ex binis quantitatibus z et t, secundum praáecepta data 
tertia z determinatur: ita 'etiam, quaecunque lia fünctio loco Z 


adhibeatur, quoniam posuimus 
$: zyca[ Gm m, existente 'u —z y, 

integratione absoluta, functio inde resultans tantum quantitatem u cum 
litteris « et 9f continebit, quandoquidem littera £ ita exprimebatur 
t-zaa—295u--naauu, cum invento integrali ubique loco u 
scribatur z y, at vero loco a et 3[ litterae z et 3; atque hoc 
modo obtinebitur valor characteris d»:zg pro quovis casu :pro- 
posito, quae functio, nisi fuerit algebraica, semper per logarithmos 
et arcus circulares exhiberi poterit; siquidem, uti assumsimus, lit- 
tera Z fuerit functio rationalis par ipsius z. 
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SUPPLEMENTUM VII. 
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? ' DE 
COMPARATIONE QUANTITATUM TRANSCENDEN- 


TIUM IN FORMA f zar IR TIDIMPELS 
CONTENTARUM. 





1). Dilucidationes super methodo elegantissima, qua illustris de 
' la Grange usus est, in integranda aequatione differentiali 


35 — 32. Ada Acad. Imp. Se. Tom. IL P. [. 
Pag. 20 — $1. 


$ 1. Postquam diu et multum in perscrutanda aequa- 
tione differential 22 — 27 desudassem, atque imprimis in metho- 
dum directam, quae via facili ac plana ad ejus integrale per- 
duceret, nequicquam  inquisivissem; — penitus obstupui, cum mihi 
munciaretur, in volumine quarto Miscellaneorum. Taurinensium ab 
illustri de la Grange talem methodum esse expositam, cujus ope 
pro casu, quo . mE 

X-—A-Bz--Czrr-DziS-Ex*e€ 

Y —AMBy--Cyy--Dy! Ey, : - 
propositae aequationis differentialis hoc integrale algebraicum atque 
&deo completum felicissimo successu elicuit 


YI y[A-D (39) a EG y/] 


Vol. IV. 59 


466 SUPPLEMENTUM VIII. 


ubi À denotat quantitatém cofistámtemm arbitrariam per integratipnem 
ingressam. ' 


$. 2. Istud autem egregium inventum eo magis sum ad- 
miratus, quod equidem semper putaveram, talem methodum in 
investigando idoneo factore, qno aequatio proposita integrabilis 
"redderetur, quaeri oportere, cum vulgo omnis methodus integrandi 
vel in &epáratione variabiliun, vel in idoneo multiplicatore contineri 
videatur, etiamsi certis casibus quoque ipsa differentiatio ad inte- 
grale perducere queat, quemadmodum tam a me ipso quam ab aliis 
per plurima exempla est ostensum. Ad hanc autem tertiam viam 
' illa ipsa methodus Grangiana, xite referri posse videtur. 


f. 3. Quanquam autem facile est inventis aliquid addere, 
tamen in re tam ardua plurimum intererit, hsenc methodum ab 
illustri de /a Grange adhibitam accuratius perpendisse atque ad 
usum analyticum magis accommodasse; . Siquidem totum negotium 
multo facilius ac simplicius expediri posse videtur. ^ Quamobrem, 
quae de lioc argumento, quod merito maximi momenti est censen- 
"dum, sui rheditatus, hic data opera fusius sum expositurus. 


$ 4. Quoniam autem hoc integrale ab illustri de la Gran- 
ge inventum, ab iis formis quas ipse olim dederam, plurimum 
discrepat, ac simplicitate non mediocriter antecellit, ante omnia 
visum est scitari, quomodo aequetioni differentieli satisfaciat. — Hunc 
in finem pono brevitatis gratia / X -j- y/ Y — V, ut habeam 

27 Y [A e D Gee p) e E c e y]. 
quam aequationem ita differenüare oportet, üt constens arbitraria 
A ex differenüiali excedat. — Semtis igitur: quadratis erit 
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Gp AD G-eu pee EG e ys 


quae differentiata dat 


GC Ies — D Qx--0y) —2E (z--y) Qx--0g)- 0. 





$. 5. Quo nune calculus planior reddatur, seorsim partes 
vel per Qz vel per Og affectas investigemus. Pro elemento igi- 


tur Q z, si g ut constans spectetur, erit à vYzil » unde sin. 
gulae partes ita se habebunt 
vx! 2vV - 

92 [e ys (ey — D — 2EG--9] 
Ubi notetur eese Y — y/ X -- y/ Y, hincque 

YVyX-(X--Y)yX--2XyY: 
unde hic duplicis generis termini occurrunt, dum vel pr yx 
vel per y/ Y sunt affect. Duo autem termini adsunt y/ Y affecti, 
qui sunt 

AXYY yx 
T GT» e-pe 


qui ergo junctim sumti dabunt 
Gs [X Ge — y) — 4X]. 
quae forma ob 
X-A-Bzr-Crr--Dz*--Ea, hincque- 
X'—B--2Cz--3Dzz--AEz?, dabit 
X'(z —y)—AX-Zc—4A—B(3z-4-g) : 
—2C(zz-zy) —D(zi-3zrzy —AEz5y 
Termini autem per y/ X affect sunt 
RE [X/(z —y) — 2 (X - Y) —D (x— y —2 E(z -- g) (z—)5]. 
Cum igitur sit 
X--Y-—2A--B(z-- y) 2-6 (o y^ 
2r D (2? -- 3) 4- E (x5 2-5, 
: 59* 
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facta substitutione iste postremus factor erit 
—AA—B(x--39)—2C(zy--yy) 
—D(8xygy--y))—4Eczy, 
quae forma a praecedente hoc tantum discrepat, quod litterae a 
et y sunt permutatae. 


$ 6. Quod si ergo brevitatis gratia ponamus 
M—AA--B(8z--y)--2C(xx--zy) 
--D(ax*--3xmg)--4 Ez? y, 
N—A4A--B(z-39)-2C(yy-x9)* 
—-D(-3cygy)--AExy, 
hinc pars elemento Q z affecta ita erit expressa 
2 . 
— e—yyx (My Y--N y 3 
$. T. Simili modo ob 29 Y — YOY pertes elemento à 
MEE —3sgyvs P g 
affectae erant e 
vY 2YYYY ; 
Am o E - DyY —2E(--)9y Y]. 
Haec jam íorma ob 
vyX--yYetV YyY —(X &-Y)y Y -2Y y X, 
continebit suene terminos per y/X affectos 
ey LY! Gr — 9) H- A Y], 
quae forma ex priore praecedentis calculi" oritur, si litterae x 
et y permutentur, simulque signa; unde patet hanc expressio- 


nem praebere valorem -j- N. Reliqui autem termini per y/ X 
affecti erunt 


Gps Y G — pe 2€? Y) -D(» —)* —2E (e y) (e—y]. 
Haec forma iterum ex permutatione litterarum «et signorum ex 
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forma praecedentis caleuli oritur, quae ergo cum esset — N, 
haec erit -- M. Hoc igitur modo partes elementum Q y continen- 
tes erunt 
-F2. : 

Gy: y X My Y. 

$. 8. Conjungendis igitur his membris, aéquatio differen- 
tialis ex forma Grangiana orta erit 

3y NYyX-C-MYY... 

(34 — 35) [Et — o, 
quae per factorem communem divisa praebet ipsam aequationem 
differentialem propositam A-—in unde "simul patet aequationem 
integralem exhibitam recte se habere, atque adeo valorem litterae 
A arbitrio nostro penitus relinqui. 
n s 

$. 9. Antequam autem methodum Grangianam ad ipsam 
aequationem differentialem 23$—31 in ommi extensione acceptam 
applicemus, a casu simpliciore inchoémus, quo aequatio adeo ra- 
tionalis proponitur haec 

BEN RE: NR 

aTIbxdcxa — ad2byccoyy 


Analysis 


pro integratione aequationis differentialis 
ax — 3» ' 
a-cEbzr-comx— ac25yceyy 
f. £0. Ponamus brevitatis gratia a 5 2bz--cxx—X 


et aa-2bgy--cgy y — Y, ut fieri debeat 3: :P—3»» quae for- 


mulae cum inter se debeant esse aequales , utráque per idem 
elementum 2 t designetur, ita ut nanciscamur has duas formulas 


aX et a— 2 — Y. Quod si ergo jam statuamus 


zr-—g-g,erit 8px— Yzc2bg--cgq(x--y), 
unde per g dividendo erit 23 —26-c(n-- 9) 


Á 
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$. 11. Nunc primas formulas differentiemus, sumto. ele- 
mento OQ constante, et facto 
O0X-—X'/0x et 0Y—Y'0y 
orientur hae duae aequationes 
93x —X et 223. —Y. 


040t — 
quae invicem additae praebent 
33x 39» | x 7 
323: 353: — X -Y. 
Quare cum sit 
X —2542ecme Y'—25--2cy, erit 
1 (38x |090»y4 
3: z4b-2c(x--y) 
$ 12. Quoniam igitur: bic postremus valor duplo ma- 
jor est praecedente à hoc modo deducti sumus ad hanc ae- 
quationem : : 
ds ty — 4? ; 
quae integrata dat / 0 z-- 10 y Z2 Lq-- constans, hincque in 
numeris erit 


Qx0y-—CqqOQ(, ita ut sit EEETA 
Quare cum sit? —KXet x —Y, sequatio integralis. erit 6» G3p—e 


quae ergo non solum est algebraica, sed etiam completa. 
$ 13. Si igitur "proposita fuerit haec aequatio differen- 


oz — 3 
a4-F3bz-rp6zz — a--i53-p6y5? 


ejus imtegrale completum ita erit expressum " 


(a-21-256x-- cx x) (a-1-25 z—c, 
7-6 —5» 


tialis 
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quae, utrinque addendo 55 — a e, iaduet hanc formam 


aa--2ab(x-y)--2aczy--bb(x LprieryGoby)bpeesz)y — ^, 


b (x 
À (e—»» 
sicque, extracta radice, integrale hanc formam habebit . 


2-pb(s--y)Hexy—— N 


-—2) E 
quae sine dubio est dimplicisima, quandoquidem tam y per z quam 
x per g facillime exprimi potest, cum sit 


—bx—a —— &-- (A 4-; 
y— GO UE et zx L— A—bó—c3" 


$. 14. Calculum, quo hic usi sumus, perpendenti facile 
patebit, in his formis X et Y, non ultra quadrata progredi licere, 
Si enim ipsi X insuper tribuamus terminum d x? et ipsi Y termi- 
num d y?, pro priore forma prodit 


Ej cma b-ec (z--g)--d(x x 4- x9 4-9 9) — ds 


pro altera autem forma est 
X' --Y'—24b-)-2 c (z-9)-8d(z2-- y) — 235; - 32. 
Quare si hinc duplum- praecedentis aufferamus, colligitur 


IE Bx Ay 22; —HB i d(s—yy, 


quam aequationem "ion amplius integrare licet. 


$. 15. Facile autem ostendi potest, telem aequatiomem 
differentialem, in qua ultra qwadratum proceditur, nullo amplius 
modo algebraice integrari posse. Si enim tantum hic casus pró- 
poneretur m —;:$. notum est, utrinque integrale partim lo- 
garithmos partm arcos circulares involvere, ideoque quantitates 
transcendentes diversos, quae nullo modo inter ee comparari pes- 
sunt. Hujusmodi scilicet comparationes iig tantum casibus locum 
habere possunt, quando utrinque unius generis tantum quantitates 
transcendentes occurrunt. 


N 
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Analysis 


pro integratione aequationis 


3x 3» —o0. 
ZTEibm-doexz 7 44d-2by--cyy— 


$. 16. Quod si hic ut ante ponamus 


3x — 34 
a--25x--cxx-- 9 t 
statui debebit 
2» 
a2 by4e»»7— — 9t, 


at vero si calculum simili modo quo ante instituere velimus, mihil 
plane proficimus. Postquam autem omnes difücultates probe per- ^ 
pendissem, tandem in artificium incidi, quo hunc casum expedire 
licuit, ità ut hinc non contemnendum incrementum methodo Gran- 
gianae attulisse mihi videar. 


hinc formo istam novam aequationem 
pep yX-—xY. 


Jam facio zy —u, ut habeam t 


x— —a(y—22)-cezy(x—y), 


unde posito 
z—gy--q erit 91-4 (eu — a), 


quae aequatio per cu — a divisa ductaque in c praebet 
cav 
(cu —a)at —e6q4 


hocque modo nacti sumus differentiale logarithmicum. 
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$. 18. Dein vero aequationes principales ut ante differen- 
tiemus, et obtinebimus s 

93x 39» —— E 

iscX et 3j35 — 2—Y.., Didi... 

quae invicem additae dant uoo ; 

3e E I LX —Yc-ieq 
quare 8i hinc duplum praecedentia Aequationis subttaliamus, rema: 
nebit 201 

z 39x a 389 L4 072055 Tu.T 

"ox T$ —-) 9, : " 7 ' 

unde per i mulipicando et integrando nanciscimur 

là x-10y — ZT(cu —.dj—1€, ideoque : . 


9x0y .— De ole 
Gasp C2 " EE toa 
Cum igitur sit Ute e qoi B 


'OnccXQOtetoycc-—YQOt, 
aequatio integralis nostra erit — Gxq— -— c. 





EFI 


n 


$. 19. Per hanc ergo amalysin deduci sunm ad: harc 
sequationem integralem aequatioris propositae —' "E 


(23725 z-1-cz2) (a2-35y-- cy») 
NEENCELD edd 


Quae; aeqnátio, : E , Rtrinque -unitag., aubtrahatur, redogitn: ^d hanc 
formam. m ETE 
lestie pr creep go - 

t H ^ 


a-—cxy) 





aab $e O4. Mlustremus hanc -integrationem ' exemplo ponendo 
a zd. bz29 ft C— 4, ia ut proposita. sit. haec aequatig. dif- — 
ferentialis 7 i$ iu i35 0, eujus integrale movimus-.esse. .;: 


Arc. tang. z -j- Arc; tenig; y —Àro. tahf. ON- LC, 


* Yol. IV. 60 





^ 
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sicque novimus esse IW LC. dM ver mostra postfema. for-. 


mula dat pro hoc casu 
eA —— C, ideoque Ém zm 
quod egregie. convenit. 


" 





2. 0. & 24. ; Consideremus etiam casum, quo a — - 4, b—1 
et é—— d, ita ut proponatur haec aequatio 


LEJ 9» . 
UE Rey, em. 2 


cujus integrale, est 


y3 Arc tang gs Heg dus Arc: Bg. 


unde sequitur fore 
Arc. tang. 


y 
2 tme 


2(rd-y--xyws c n 

ii(GcYy)-izy7- 7 tuc 

" 1. $-24-y--y. 

ideoque etiam Leere 0 At vero ferma integralis inventa 

pro hoc casu dabit : 
S m 





. (t—2»*, 

duae in.facteres resoluta dat: 2o. No stu 4 
(12x 2-5) (2 2-7 3k . BED 
AGNI 0. 

Prior vero aequatio D-05007 

"PL hk y xti inc 

2D T Toinm ereted graeci oz 2m C, 

et unitate subtracta ii C, atque haec, in | praecederilém 


ducta dat daay I [vM 
Uc $722. — ViMe&trM Sp Rér, utrum «Haec -posterioreb . aequa- 

tlóne$ Rite" se -cónveniant, et quia eonstsntes "utrinque inter se dis- 

crepareopossmnt, 'ambas ;getquiationes ita -referemns: : 


CERT A ums TENE 
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unde cum bit 4 — 22 25, evidens.-est fore (f — 1 — 1, ex 


quo pulcherrimus: consensus inter ambas formulas. elucet, Ex bis 
exemplis intelligitur aequationem generalem supra inventam hoc modo 
per füctores repraesentari posse 


[25--c (x -»)) (« (z3-»)--25xyl. 
(a—cxy)?* 
Caeterum consideratio harum formulurum haud injucundds specula- 


tiones suppeditare poterit, 





5. 28. Sequenü autem rudibus ila integralis in- 


[25-1 c(z-31- 5) ) (&(z3- 5) - 25 x 2e. 


(a—ez* 
statim .3d formam simplcissimam. xeduni potest; si enim ejus faer 
tores statuamus 

25-Fc(*- 5) — p NTEUIEDTME 


.4-—cx» &-—cay ? 
wt esse debeat P Q — C, exit 
apP-—cQ-—225—9^527 — 9 5, unde fit QE 


a—cxy 
Sicque quantitati constanti aequari debet laec forma gri H 


ex quo patet, etiam ipsam quantitatem P constant aequari debere, 
ita ut jam aequatio nostra integralis sit 


ec(x — LÀ 

Base n C, vel etiam fo -E2)pebuy — A$bR -—c 

Alia solutio facillima ejusdem aequationis 

2x 9. 
CeDeres taken c5, 

$e . 
$ 24. Postrema . seductione probe. perpensa, .fomperui, 
statim sb initio ad íormam. integrals simplicissimam perveniri posse, 
atque adeo non necesse sese ad: differentialia secunda ascendere. 
Si enim ut ante ponamus zcy-—B. gy, et, yg 

ex formula '. Ss stunts esa 

: . 60* 


venta 
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stam deducimus - 


9 
P -Ix-— —Yc2bg-Repa unde fit ;; 5. — 90 t. 


$. 25. Porro vero erit 


"Um —Ó-yX—xaY-oag --equ, 


. unde fit 77 — q 0 t, quamobrem hinc statim colligimus hanc 
aequ&tionem p e zw--.» Cujus integratio praebet - 

l(25b--cp) i(cu—2a)--1C; 
unde deducitur haec 4equatio algebraica p — C, quae, resti- 


tutis litteris x et y, dat given —C, quae est forma simpli- 


cissima aequationis integralis desideratae. Hic imprimis notatu dig- 
num occurrit, quod casum primum hac ratione resolvere non licet, 


* 26. Ex forma autem integrali inventa facile- aliae de- 


rivantur veluti, si addamus 25 orietur haec forma 


a(xy)frbmy e, 
cxy—ae 


quae per praecedentem divisa denuo novam formam suppeditat, 
Scilicet 


25-Ece(-y) —C. ' 
s(x4d-y-ribxy—— 0. 


quae formae quomodó satisfaciant operae pretium erit ostendisse. 
Et quidem postrema forma differentiata, erit 
—83Sab(9z--35) —4 3535-22») Sbe(yoüs Era») 
E La (x 4-5) 4-852 p]* 
quae- in ordinem. redacta praebet. 


2x(2 ab-c4bbg-r2 beyy)--0y(2ab--4bbzm4-2 bei Lo. 
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Haec per 2 divisa et separata dat , 


2» — 
TPRHGFeid i443555795 
quae est ipsa proposita. 


Analysis 


pro imegracione m 
TOc3iccz.— —yüc T3335" 


$. 27. Introducto novo elemento à f, deinceps pro con- 
stanti habendo, oriuntur. hae duae &equationes E 


—yX ec 92 —y, 
ubi. liter 'x et Y valores initio assignatos tribuamus. Videbimus 
autem, pro methodo, qua hic utemur, terminos literis D et E 
affeeos omitü debere. Bumtis ergo quadraüs erit 


$8 Xe et 22 31s A —Y. 


f. 28. Nunc istas formulas differentiemus, positoque, ut 
fieri solet, 9 X — X/0 x et 0Y — Y' Oy, nanciscemur has ae- 
quationes . 


3395. yr eL 228 
te c—Xeu Y, 


ac posito z -- 9 — p, fiet 2332 — X^ E Y^. 'Cum jam sit 
X/—B-2C€z--3Dzxx--4Ex et 
Y'cB--2Cy--3Dyy-E AEy, eit 
x! vYciBe: Cp4-3 D(xz 4-gg) 
-F AGO) mtu 
qu&e aequatio manifesto integrationem adqáttet , ái fuerit et D—0 
tt E — 0, quemadmodum assumsimus. .. Mulüplicando igitur per 
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Op et integrando nanciscimur 
$5 —À--2Bp--Cpp. 

et radicem extrahendo . 
9» — y (A -- 2Bp-r-Cpp). 

Cum igitur sit E —yX-r-yY, aequatio integralis, quam sumus 

. adepti erit 

| yX 4- y Y —y IA 3-2 B(z - y) --C(s- - y, 

quae adeo est algebraica; ubi notetur esse . 

X-A-4-Bz--Czxx et Y—A-LF-By-4-Cyy. 


. $. 29. Sumamus igitur quadrata, et nostra aequatio in- 
tegralis erit 
2A-1- B(z 4-g)-2- C (4^4-5) --2/XY 
—AÀ 4-2 B(z 4-9)-- C(z 4-y*, sive. 
2A—B(z-4-y) — 2Cxyd-2yXY-—A, 
quae penitus ab irrationalitate liberata, posito À — 2 A — T, prae- 
bebit 
AXY—AAA--AAB(z-1-y) J- AAC(xo--yg). 
--4BBzg-J-4BCzy(z -4-y)-4-4CCxxgy 
—r-2rB(z-J-y)-4-4TCzy-4-BB(z-- yy 
.-4ABCzy(x--y) 4-4ACCxxyy sive 
(444—T?)-I-2 B(2A—T)(z--9)--A(BB—rC)ey 
FAM C(es- egi) Geb) n. 


$. 30. Quod 4 'si jam hanc aequationem rationalem cum 
formula canonica, qua olim sum usus ad hujusmodi integrationcs 
éxpediendas, comparemus,.quae erat 


& 4-2 B(x-1- 9) ^y (3x 2- yy) 4-28»y— 0, 








7 
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dum scilicet loco (zy) scribendis (zx --g y)-- 2 x g, reperie- 
mus fore 
4224AA — I", SB DrYaac— B? 
(10 SzBB—a2rC. E 


. $. 31. Alio vero insuper modo 'eandem aequitionem dif- 
ferentialem propositam integrare poterimus, introducendo' litéraní 
'q— x — y; tum enim habebimus . i 


2994. x7. Y, 
Te o—xX-—Y 


At vero erit 

X'—Y'—2Cq4-4-3D4(s-- 9). 
ubi iterum patet, statui debere tam D—o quam É— 90, ,ut in- 
tegratio, qmoltplicando per àq, succedat. Hoc autem notato erit 
integrale 2 1 —— Const. -]- C q 9, ideoque 

à—yo rc. 


$ 32. Cum igiter ek 2*— y X —y Y, hoc integrate 
ita erit expressum 
yX—yY-—y(A-c Ceo) 
quae aequatio sumtis quadratis abit /án hana 
2A--B(z«y)4«G (vi yy) - 2 y XY 
! —AÀ-FC(z—y)y, sive 
,2À-- B(z 4-9) 3-26 29 — ny &Yaz à, 
unde fit 
2yXY zi3$? — ho B(z «- y) - 2 € 3 y; 
wbbhei pof r: 2/À — fic c P, sequat: ab mte ibvenue me 
sus non discrepat. E , x 2 
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$ 33. "Quod si autem proposita fuisset aequatio 

z P4 — 
VAECEEa-EURZ) /U-EBj-EUy5) — O9 

integralia ante inventa ad hunc casum referentur, si modo loco 
y Y scribatur — y/ Y; unde patet pro hoc casu haberi hanc 
aequationem 

yX—yY-cyIA- 2B(z--g)-- C (x--y)', 
yel etiam 


y X-yY-—y[A-—-C(z—sy]. 


$. 34. Hic singularis casus occurrit, quando formmlae 
A--Bzr--Czz sunt quadrata. Sit enim ! 
X — (a-- b x) et Y — (a b yy 
ideoque 
] Aca, B-2ab,C-—bb, 
tum enim prior forma integralis erit ,—— N 
b(x—y) —y [A --4ab(x--)-- bb(x-- y) 
sumtisque quadratis 
O—AÀAbbzy-A--Aab(z--y), 
ideoque . 
Azcza(x--y)--bzy, 
eujus aequationis differentiale est BE 
a(0x--Qy)--b(x0gy--g0x)-0 . Dl 
ideoque t 
Qxz(a-by)--0y(acbz)—o. ^' 
" Sin autem altera formula utamur, erit : 
2a--b(z--y)—y [A -- 5 b (x —y)]. 
unde quadratis sumtis, pasitoque À — 4 a G — T. prodit «t -ante 
T-cca(z-y)--bzy. eme. doa 
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Analysis 
pro integranda aequatione 


existente 
—A-PBz--Czxzr--Dz9-- Ex et 
Y—A-r-Bg--Cyg-4-Dy? J- Eg^. 


$. 35.  Introducto iterum elemento 9 £, ut sit ' 


9» — 
B—yxaloyY, 
ideoque sumtis quadratis 
E] — 
g-xraWcr 
statuamus . 
z-y— e z—g9-—3,- - 
et quia hine prodit 
0z* —Qy —0p0q, erit ] 
L- zX —YzcB(xz—y)-C(x —y) 
-- D (x? — y?) -—E (x* — y*. 


$ 36. Quoniam igitur est 


s —ti et y — 31, 


his valoribus introductis reperietur 

X —Y-cBgq--Cpq-c4Dq(3pp--q4) 
. 'ocdgEpq(pp--44). 
unde per g dividendo oritur 

TP TL B--Cp-FiDGpp--q9 


-FiEpQp-- 99. — 
Vol. IV. 61 
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$ 37. Nunc etiam formulas quadratas primo  exhibitas 
differentiemus, et statuendo, ut ante 
oxX-— x'óc et'2Y — YQ y, habebimus 


2300x / Qt 299 9. 5 v 
(m —Xeu-—Y, 


hineque àddendo 


Cum vero sit 
X/'—B--2Cx--8Drz--4Ezx?et 
Y —B-20Cy--3Dgyg--AEpy?, erit 
X'-- Y z22B--2Cp--$D(pp--44) 
--Ep(pp--344), 
ita ut substituto hoc valore fiat 


39 —B--Cp--1D (pp 44) - AEp(pp--844). 


& qua aequatione si priorem p subtrahamus, remanebit sequens 


ot? 
a8 9p? M 
j $59 — dom —iID44--Epq34. 








$. 38. Haec jam aequatio per qq divisa producit istam 

1 989p. 9pOqy.— » , 

n M t) EiDQEp, 
quae ducta in 2 0p manifesto fit integrabilis: prodit enim . 

2 

: ES nA --Dp-4-Epp., . 
ex qua radice extracta colligitur "E 

iy (5 -Dp Epp) 
Cum igitur posuerimus 

p-zm-4-y e q-r-—y, erit 2 $4 LyxayY 
unde resultat haec aequatio integralis algebraica 

Y Y : ; 

END —y[A 47D (e d- y) 3- E 4-91 
quae est ipsa forma ab illustri de la Grange inventa, 
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$. 39. Evolvamus ulterius hanc formam, ac sumtis quad- 
ratis erit . ! 


EREENOU A -eD(e-eg)- E(z- yy: 
Est vero 

"XoYc2:rAaB(rig)eC(zsegyy) 

-- D (2? 4- y?) -- E (z* -- y^), 

unde si auferamus , 

[D (x ^- y) -- E (x 4- yy] e -— y) 
remanebit 

2 A BGreg e cO Y) Drg(ney) 

-2Ezxzyy, 

quo substituto aequatio integralis erit 


24--B(z-E») EC(-EX»)--Dxy (expres piyXY m 


(—». 


$. 40. Haec aequatio aliquanto concinnior ' reddi potest 
subtrahendo utrinque C e statuendo A— Cer habebitur enim 
hoc facto 


2A-I-B(x--y)--26xy--Dzy(x-d-y)--2Exzyy--2Y XY 


(«—»* -—r 


unde deducimus | 
2y/XY-—r(z—yy—2 A B(sg)—2 eu 
—Dsg(eeg—2Es2vy, 
sive ponendo .. . E - 1 
2 M d 
aequatio nostra.erit , , 
2yXY —r(s—iy—Y,. E 
quae sumtis quadratis abit; in-hano: "e Dn 
AXY-rT (r— pi — ar Ye v, de: E 
AXY—vYYV—rI*z—yf*—2rY(z—yX. 
61* 
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: $ 41. Facta nunc substitutione erit 
AXY——AA!-- AAB(x-- 5) --4À C(zx--yg) 
--AAD (z5--35)2-A AE (25-5 -- ABB g 
--4BCzxy(r--y)--ABDzgy(zz--yy) 
--ABEzgy(x*--35))--ACC xzgyy 
-4CDzzgy(c--9)- 4CEzzyy(xx--yy) 
--ADDz*g*-- ADE zy? (z--g) 
. --AEEx!g!. 
At vero porro colligitur fore 
YY-c4AA--AAB(z--y) --8ACzgy 
--AADag(c--gy)--8AEzrzgygy4-BB(x--y) 
| ÁBCzyG-- y) --2BDxy(x--y» 
-—-4BE(x--y)xxgyg--ACCxxygy 
--ACD(z--g)xrgy--8CEz?y? 
-—DDzzyy(ra-yy--4DEa?* y? (x -- y) 
--AEEzy* 


"n 


$. 42. Quod si jam posteriorem formulam a priore 
subtrehamus et singulos términos ordime analogos disponamus, re- 
. periemus 2. Da - 
! AXY —VY—AAC(z—3--AAD(z--y)x—yF ' 
| -AAEQG Hy) G — yy BNs—yy 
--2BDzg(x—gy)y--4BEzy(x--y)(x — yy 
| -—4CEzzyy(z—3)-—DDxxyy(s—9»,. 
| . quae expressio factorem habet commurem (x — g)', per quem 
| ergo si dividamus perveniemns ad. hanc. aequationem  concinniorem 
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4AC-1- AAD (z 4- ) H- AAE (z-]- y)! — BB 
--2BDzgy--4BEzg(r--9)H-(4CE —DD)zxyy 
—IT(—y*—4rA—2TB(xy)—4TCxy 
— 2TDzgy(z--y)— ATExzxgy. 


$. 43.  Transferamus nunc omnes terminos ad partem 

sinistram, et loco (r-- y)" scribamus (x1 -2-9g)4-22xgy, tum 

vero (zz--gg)— 22g loco (x — y), quo facto talis oritur 

aequatio meae canonioae respondens 
| (AAC--AAD GI A4AE(2' 1. )4-2BDay -- ABEzxy(x--y)--ACExxygy 
—BB--2TC(z--y) -Y E (1/5) -- SAExg-- 2r C xg (9) —BDxxgy 
xara |-2F'g --4TExxyy 
] -ÁAfCry : 


$. $c Hinc ergo pro aequatione caronica litteree graecae 
&, B, y, 9, e, Z, per latümas A, B, €, D, E, uma cum con- 
stante T sequenti modo detérminantur 

4 —4AAC--AFA—BB 

g—23AD--rB 

Yy—A4AE—TIT 

$—BD--4AEÉ-TT-2rC 

£—2BE-rC 

ZZ 4&CE-X-APE—DD, . 
ita ut aequatio canonica, qua olim. sum usus, sit 


ac 20(--)-'Yy(mzr-yy-20zy 
—2:zmgy(x--y)--éózxryg-o. 


$. 45. Haec autem aequatio integrals ad rationalita- 
tem perducta latius: patet quam aequatio próposit diflerentialis 


92 .29».—0. 
yx 7" yYX-—— - 
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simul enim complectitur integrale hujus 
- bM 0. . 
Scilicet haec aequatio complectitur duos factores, quorum alteruter 
alterutri satisfacit. — Ex genesi autem patet hanc aequationem esse 
productum ex his factoribus 
A (x—y*—V-4-2yXY, et 
A(k—yf*—Y-—ayXY. 


$ 46. Supra jam observavimus, ejusdem aequationis dif- 
ferentialis integrale hoc quoque modo exhiberi posse 


MYY--NYX... 1 
—G» —€ (vide $. 8. et praec.) 


existente . 
M—A4A--B(3x-2-y)--2C€z(z--9) 
--Dzz(x--39)--AEx?g, 

N— 4 A-- B(3 y --20 2- 2C (5 -- g) 

) -^-Dygy(y2-32x) -- AExg?, - 

ubi notasse juvabit esse 7 
M-N-—8A--4B(x--9 --2€(x.-y* 

-—-D(x.-y?--4Exy(xz--yy, 

M—N-2B(z—93--2C(x.-yx—y) 
--D(xr—$)(Q --4zy--y) 
--4Exgy(r--9)(z—393. 

Interim tamen haud facile intelligitur, quomodo haec forma cum 


ante inventa consentiat, dum tamen de consensu certi esse pos-. 


sumus. - 


$. 47. Ex iis, quae hactenus sunt allata, satis liquet, 
eandem aequationem  integralem innumeris, modis exhiberi posse, 
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prout constans arbitraria alio atque alio modo repraesentatur; unde 
plurimum intererit certam legem stabilire , Secundum quam quovis 
casu constantem illam .arbitrariam exprimere velimus. Hune in 
finem ista regula observetur: ut perpetuo integralia ita capiantur, 
ut posito y — 0 fiat z — Kk, hincque secundum legem composi- 
tionis X — K, existente ! 
K-—A--Bk--Ckk-4- D k* 4- E k*. . 

Hac enim lege observata omnia integralia, utcunque diversa videan- 
tur, ad perfectum consensum perduci poterunt. Hoc igitur modo quae 
hactenus invenimus sequentibus theorematibus complectamur. 


Theorema 1. 


$. 48. Si haec aequatio differentialis 


3x - 3» 
Gd-bx--oexxz  a--by-d-cey» 


ita integretur, ut posito y — 0 fiat x —k, integrale ita se ha-- 


bebit . 
2a-E-b(r-c-y)--2exy |. 2a--bk 


&—». k 


L0, 


, . Theorema 2. 


$. 49. Si haec aeguatio differentialis 


—383 5 24 233... 
a-d-bx-rcxk a--5y-d-cyy»y 


ita integretur, ut posito y — 0 fiat x —— K, integrale supra triplici 
modo est inventum; erit enim 
p bec». 2besk 


L0 


cxy—a, . aq 23- 7 
jo ze» gs 


exy-a * 

II b-c(x-—-») |. b--ck 

*'a(-02)0bay — ak ' 
. 
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Theorema 3. 
$. 50. Si haec aequatio differentialis 


ax 3y — 
Vü-cBzcOzz)  YcEBy-ROy3) — 9 
it& integretur, ut posito gy — 0 fiat z — k, integrale erit 
—B(z-4-g)—2Czy-F-2y (AJ-Bx--Czxx)x (A4-Bg--Cyy)- 
—Bk--2y A(A4- Bk-- Ckk), sive 
B(k—x—gy)—2Cxgy-—2yA(A4- Bk--Ckk) 
—2y(A4-Bz - Czz)(A--By--Cyy). 


Corollarium. 


$. 61. Hinc ergo patet, si aequatio differentialis pro- 

posita fuerit ista d 
3x 3» -—2o 
VGCEBz-c Usa) OY Bc 633 — ^ 

eaque integretur ita, ut posito y — 0 fiat x — k, integrale fore 

B(k—z—9)—2Czy—2y (A-- Bx-- Cuz) x(A-- Bg--Cyy) 
—2 y A(A-- Bk--Ckk). 


Theorema 4. 


$. 52. Si posito brevitatis gratia 
X-A-L-Bx-LCzrzr--Dx! Ez 
Y-—A--By-Cyy-- Dy Eg 
K-—A--Bk--Ckk-- DES -- E«*, 
haec proponetur aequatio differentialis 2i — 2 —20; quae ita in. 
tegrari debeat, ut posito y — 0 fiat x —k, ejus integrale ita 
erit expressum à 


24-EB(s-E5)-E2Cxy-EDr»(s--y|-F?Ez 23J-EiY1Y .— 


(x-»»* 
24-3-Bk-I-2YAK 
CÁO 
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Sin autem aequatio proposita fuerit E i V 
E] 9» .— " 
yxcyi— 0 
ejus integrale erit 
PIEBG-E2)-EP6ry Ene) EetEs s25—:YXY 
sa cBaayAR 7 
kk 


Corollarium 1. 


$. 63. Quod si hie ponamus D— 0 et E —2 0, casus 
oritur din tertii, pro aequarione 


TUTPTUIS- Tene 
cujus ergo integrale erit 
2A--B(x--y)--263 --9Y (à-EBx-FCzx) (A-EB y-EC»y L 
Perrgi A ercen opns ) 
niesieev id cli peng) ! 


quae forma si cum superiori comparetur, formulae irrationales eli- 
minari poterunt. Quoniam enim ex priore est 
zyXY-—2 VUA (4-7 Bk--CH01—B(c—2—8)-- 2€zy, 
erit hoc integrale postremum 
! 2A B( x 2y—R)--ACx diDasniecuy 


TURIN 
k 


unde statim: deduci potest aequatio canonica 
a-- 2 Q(x--g)-- y (xx--yg)-- 282g — 0. 


, Corollarium 2. :;- ' 
$. 54. Ponamus nunc esse À — 0 et B — o, ut sit 
AX cmm(C-4-Dz-4-Ezxzx)et 
Y —yy(C 4-Dgy-- Ey y) et 
Tzkk(C--Dk--Ekk), 
Vol. IV. | U 62 
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aequatio differentialis integranda fiet 
ox 9y 

XYQTDscEsx) — PCT), 175729. 
cujus ergo. integrale erit ] 

27DCEBG ay pHEet tear Cc Eee (C ED Egg) -A 

G&—» , 

atque hic constantem A per k definire non licebit: . positio enim 
y — 0 incongruum jam involvit — Interim tamen et haec integratio 
maxime est memoratu digna. 





Corollarium 3. 


$. 55. Quod.si autem in hac postrema integratione loco 
zx et y scribamus I et Jj, primo aequatio differentialis erit 
9» . — ax -—0: 
YG»7cDy3-E) Y(zsdDzs-E) — 
tum vero integrale sequénfem induet formam; 
10s eia) Cae De FE Got) a 
EE TIERS 
-— kk 
Si igituv hic loco. literarum E, D, €, acribit A, B, C, prodi 
bit aequatio differentialis supra tractata : 
LÀ oy — 
YÜTRrpOxz -— 
cujus ergo integrale erit 


34--B(-F5)--2C25-E2/ --Bs-r Ca) (0-85: Co 5). —. 
Bk-i-2A-I2 Qo naro). n 


kh 
quae egregie convenit cum qa, in coroll. 1. data. 


Corollarium 4. 


$ 56. Conemplemur nunc etiam casum, quo formu- 
laA--Bz--Czc z--Dg ES fit. , qgaiiratum, quod sit 
(a a- ^x c c ray, ia ut jam habeamus 
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A—aa,B-zz2ab,Czc-bb--2uc,D—2bc, E—ec, 
tum vero - 
yX-22a-J-bz--ezz,yYcca-by-Feyy, 
yK-zcad-bk--ckk, 
atque aequatio differentialis pro priore casu erit 
LÀ 
CHRIST VERS 
cujus ergo integrale erit 
2aa--2ab (z--y)--2(bb--2ac) zy--2bezgy (v2- y), 
--2cczryy--2(a--bx--cza)(a4-by--cyy) : 
.—y)»*-—4A, 
quae reducitur ad . 
aa--ab (x-- y) (bb--ac) 2 »--bexy (x--y)--cexxy y, aa--abk. 
—»* ] T kk 
Quod si jam utrinque addamus 155, prodibit — 
[2-ib (zd-y)-- ez y]* — (a --1b ky 
(z—y)? — k? , 
wnde extracta radice obtinetur forma integralis it theoremate pririo 
assignata. 


zo, 


$. 57. Sin autem hoc modo altrum casum aequationis 


LES 8» E 
a-J-bx--czx civ3579: 


evolvere velimus, pervenimus ad hanc aequationem 
732a--2ab(z-Ey)--2(bb--3a0)y-Sbexy(z--y)-- fex» —— 


(x—»)* 
2(s-1-bz-i-exzx)(a-1-5y-1- 0») —— ^ 
(x—»»* cU 
quae evoluta praebet À — — 2 a c, haecque aequatio manifesto 


est absurda, et nihil circa integrale quaesitum declarat, cujus ra- 
tionem maximi momenti erit perscrutari. 


62* 
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"Insigne Paradoxon. 


$. 68. Cum hujus aequationis differentialis 
ox 9y 
yxyi-—9 

integrale in genere inventum sit 


2A--B(zJ-y)-- Cay--Dzy(z--5)--2Ezzyy—2YXY — 
nEMMEMEMEMME CI 


casu autem, quo statuitur 
4 yX-a-J-bx-exxm et 

y Y —a-r-by--egy, 
&equatio absurda inde oriatur, quaeritur enodatio hujus insignis dif- 
ficultatis ac praecipue modus, hinc verum integralis valorem inves- 
tigandi. . 
Enodatio Paradoxi. 


$. 59. Quemadmodum scilicet in analysi ejusmodi for- 
mulae occurrere solent, quae certis casibus indeterminatae atque 
adeo nihil plane significare videntur: ita hic simile quid usu venit, 
-sed longe alio, modo, cum neque ad fractionem, cujus numerator 
et denominator simul evanescunt, neque ad differentiam inter duo 
infinita perveniatur, quod exemplum eo magis est notatu dignum, 
quod non memini, similem casum mihi unquam se obtulisse. Istud 
singulare phsenomenon se nimírum exerit, quando ambae formulae 
X et Y 'evadunt quadrata, ad quod ergo resolvendum ad simile 
artificium recurri oportet, quo formulae X et Y non ipsis quadra- 
tis aequales sed ab iis infinite parum discrepare assumuntur. 


EN 60. Statuamus igitur 
X-c(a-4d-bx-- cxx) --a et 
Y —(a-rby-- cg yy 2-a, 
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ita ut pro litteris majusculis A, B, C, D, E, fat A—aa-l-a, 
B-2ab,C-cc2ac--bb,D—2bc, E—cc, ubi a de- 
notat quantitatem infinire parvam, deinceps nihilo aequalem ponen- 
dam. Hinc ergo si brevitatis gratia ponamus 

a--bz--crz-—R eta--by-I-eggy—8, erit 
yX-— R Jd- z& et yY-—$-2-;y 


$. 61, Hunc igitur consideremus formem integralis primo 
inventam, quae erat 
YX-YY— [A --D (s eg) JE (s 4-9). 
pro qua igitur habebimus 
yX—yY-R—s—30:9. t 
Quia vero hic erit 
R—$8-b(x—y)--c(xx—yy), fet 
R—S i aee (n a-g). 
At posito brevitatis gratia 
z--y perit gm bep, 
unde aequatio nostra erit 


b asep— — Py (A rbepoeepp) 


$ 62. '"Sumantur nunc ntrinque quadraía, et aequatio 
nostra sequentem induet formam b b — gs (b -- cp) — A. Ak 
tiores scilicet. potestates ipsius & hic ubique praetermittuntur. Hic 
ergo ratio nostri paradoxi manifesto in oculos incidit, quia posito 
4 —20 oritur b b — A; unde, ut A maneat constans arbitraria, 
evidens est, differentiam inter bb et A etiam infinite parvam statui 
debere; quamobrem ponamus A — 5 b— a T, ac obtinebitor ista 
aequatio penitus determinata gir T, sive 
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[be c(a y) T (a x —oxx)(a--by e ey) 
quae forma non muluxm discrepat a formnla supra inventa. 


. 63. Haec quidem forma magis est complicata quam 
solutiones $. $. 24. et seqq. inventae: Sequenti autem artificio ad 
formam sim[/icissimam redigi poterit. Cwm haec fractio Gu. » 
debeat. esse quantitas constans, sit ea — F, ut esse debeat 
F(cp-1- b)! — R B, et quemadmodum hic posuimus z -4- y — p, 
ponamus porro zy —u, fietque 

RS$-zo60—8bp--ac(pp-—2wm)--bbu--bepu--ccuu, 
atque aequatio jam secundum potestates ipsius p dispositn erit 
F(cp-- by —acpp-t-abp-A-2a 
--bepu--bbu 
—2acu 
d-ccenu, 
ubi primo utrinque dividamus, "quatenus fleri potest, per c p -- b, 
ac reperietur , 
F (ep 4-5) —ap cba ELIT. 
Dividamus nunc porro per c p -i- b, quatenus fieri potest, ac fiet 


—a b (a—cu) (a—cuy 
SF—i—i Gu» ctr 





$. 64. Mac forme inventa, ei statuamus 


-— n b 
fEEPTY, et PcÓ—lISY 4-YV V. 


Cum igitur ista expressio aequari debeat quantitati constanti, evi- 
dens est, ipsam quantitatem Y constantem esse debere, ita ut jam 
nostrum integrale reductum sit ad hanc formam 


Spd-b 7 fü-E3Y- zz Const. 
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Subtrahamus utrinque j, fetque 


ezy-d-aG--») — 
Ti-Réue-e ) 77 Con 


quae forma per priorem divisa producit hanc 
2 (2-7) 3-022 — Const, 


exy—e 
quae formae conveniunt cum supra exhibitis. 


Theorema 5. 


$. 65. $Si in genere haec ratio designandi adhibeatur, 
ut sit Z—A --Bz *&t zZ2-- D z*-|Ez, atque valor hu- 
jus formulae integralis TE yg: K& sumtus ut evanescat posito 2—c0, 
designetur hoc charactere IL:2; tum, ut fiat II: k—zIIE:x--II:g, 
necesse est ut inter quantitates k, x, 9, ista relatio subsistat 

2A--B(z--7)--20xy--Dzy(zx--7)--3Exxy y-E2Y XY —. 


Ur -— 
2À--BX--2 
hk , 


Cujus ratio ex superioribus est manifesta. Cum enim Kk denmotet 
- quantitatem constantem, erit 

Q0.H:r.-0.H'g—o0, sive 35-32 — o, 
eujus integrale modo ante vidimus ita exprimi 

2À--B(x--7)--2Cxy--Dzg(r--7)--SEx y y-02Y XY —. —A. 

(27 — 

Quare cum esse debeat If: x —- Ek: y — IT: K, mianifestom est 
posito y — 0, fieri debere II : x — H :K ideoque z — k unde 
constans indefinita À eodemr prorsas modo definitur, uti est exhibita, 


Corollarium 14. 


$. o6. Hinc si formolu IL; z exprimat arcum  cujus- 
piam lineae curvae abscissae sive applicatae Z respondentem, in 
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hac curva omnes arcus eodem modo inter se comparare licebit, 
quo arcus circulares inter se comparantur; quandoquidem, proposi- 
tis duobus "arcubus IL: z et II:59, tertius arcus II: k semper ex- 
hiberi poterit vel sunímae vel differentiae eorum arcuum aequalis. 


Corollarium 2. 


$ 67. Ita si in hac forma II: K— Hi :z 4-Ip:y sta- 
tuatur y — x, prodibit II K — 2 IE: x; sicque arcus reperitur 
duplo alterius aequalis. — At vero si in nostra forma faciamus 
y — x, tam numerator quam denominator in nihilum abeunt. Ut 
autem ejus verum valorem eruamus, utamur aequatione . primum 
($. 38.) inventa 

YELYY 





zy [A 4- D (s 4- y) 4- E (x 4- yy. 

"et jam in "menbio sinistro spectetur gy ut constans; ipsi x vero 
valorem tribuamus infinite parum discrepantem, sive, quod eodem 
redit, loco numeratoris et denominatoris eorum differentialia substi- 
tuantur, sumta sola z varisbili, hocque modo pro casu y — x 
membrum sinistrum evadit m ubi est 


X/—cB-2Cz-3Dzz-4Ez* 


Nunc ergo sumtis quadratis habebitur 
/ 
nx —A--2Dr--A1Exx, 
3A--Bk—3yAK. 
kk 


existente A ut ante — 


Corollarium 3. 


$. 69. Verum sine his ambagibus duplicatio arcus ex 
altera forma II: Kk— I1: z — II deduci potest, ponendo gy — k, 
Siquidem hinc fit II:z —2II:Kk, pro quo ergo casu relatio in- 
ter z et k hac aeqpatione exprimetur ' 
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21-2 (1--2)--3Chs-EDEz (hi5) --3ERh est EX 


sk)? 


L22A--Bk--2y AK : - 
— kk 


Facile autem patet, quomodo hic ad triplicationem, quadruplicationem 
et quamlibet multiplicationem arcuum progredi debeat, quod argu- 
mentum olim fusius sum tractatus. 


Theorema 6. 
$. 69. Si in formis supra inventis ponatur tam B—o 
quam D — 0, ut sit 
X-—A-rCzz-4-Ez! 
Y—A-Cgg-J-E y et 
K—A-r-Ckk--Ek* 
tum si ista aequatio 32 ,2»— 0 ita integretur, ut posito y 0 


yx-—yY — 
fiat x — k, tum aequgtio integralis erit . 
A--Cxy--EzxyycYXY | AT YAK DN 
MÀ LU 


Corollarium 1. 


$. 10. Hic notari meretur, istum casum adhuc alio modo 
ex forma generali deduci posse, si scilicet sumatur À —: 0 et E—0, 
tüm enim prodit ista aequatio differentialis 
oz 9» 
VOTTUISYP€) y 8736533 535-9: 
cujus ergo integrale erit. : 
2) 362-- Dey (Eye tv Qai Cea Dea rto ret 
(—»* 
Bh, | 
—u— r , 
ubi valor constantis admodum simplex evasit Nunc in his fqrmu- 
lis loco 2 et g scribamus x x et g y, at vero- loco litterarum 
P et n scribamus À et E, fietque acquatio differentialis . 


hav. 65 
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oz v». — 
YüCUrzT 5x) Y(XU555- 9» 
eujus ergo integrale etiam bec modo exprimetur 
A(xx-i-yy)--2Cxxyy--Dzzvy(zxz-I-yy)E?xyYXY A 
- 7 Ga-y»? ER LU 


Corollarium 2. 


$ 71. Ecce ergo hac ratione pervenimus ad. alium 'in- 
tegralis formam non minus notabilem priore, atque adeo nunc ex 
earum combinatione formula radicalis y/ X Y eliminari poterit, quan- 
doquidem ex posteriore fit 


zc —A(sx—»»* — A(zz--y») 
CE2yXY ctm Loi09ti23 .20xgy 


i —Ezgy(rz-J4-y, 
' qui valor in priore substitutus conducit ad hanc aequationem ra- 
tionalem 
2A--2Czgy--2Ezxczyy 
A (za— 
MS LS iere La 0syEzy(ze-yp 
A(r—») — S(x—»y*YAK » 
— HIN ec pmak, 
quae porro reducta et per (x — y)' divisa. revocat" ad hanc 
formaum 


2ATSE2VAK | A(z-i- 9)? 
kk — xy 


—EÉEcry— A 


x» 
siye ad hanc 
aut (ez--yy —kk)— Ex yg c IE oo, 
quae egregie convenit cmm àcquatione canonica, qua olim anm. ugus: 
scilicet . ] 
0—a--y(rx-yy)--20xy--2mrxyy, 
si quidem est . 


am. y mMpimeUtic-k 
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Corollarium 3. ! 


$. 72. Methodo posteriore, qua hic usi sum&s ad hanc 
sequationem integrandam, aequatio multo generalior trectesi potetit, 
ubi in formulis radicalibus potestates usque -aü sextam dirensionem 
assurgunt. Namque si tantum statuamus A —2 0, ut sit aequatio 


2x EM 23» —e 
Yz(B-J-CxJ-Dzz--E?) -—Y y (B2-C5 4D yy--Ey 7 n? 


cujus integrale est 


B(z-3-5)2-302--Dzy(r-I-) --2Ezxyy 


(x—»»* H 
Tcp3Y xy(B--Cx--Dzz--Ex)(B--6Cy-4-Dy SEC 
(z—5» 
Quod si jam hic loco zx et 9 scribamüs x cet yy, acqualio dit- 
ferentialis fiet 


ax 
— — Ty rr M — 
Y(B-A- Czxx-4-Dx*-- Ex*) — Y (B--C y y -- D y*--E 9) 7— ^? 


ejus ergo integralé erit 


B (xz-7»»)2-2€zx»7 -- Dagyy(xz-ryyp-?Ext 


(zx—»»»* 
XiexG-Czi Danp Ese) (B:-Gyy-HDy*- R59), B 
(ax—»»» —kk 


Nunc autem 'ostendamus, quomodo ape .methodi illustris de /a 
Grange idem integrale impetrari queat. 


Noe Analysis e. 
pro integratione aequationis differentialis 
JiL-o. 
existente 
X-98--Czrz-4Dz Exe 
Y--B--Cyy-eDy'z- E yf. 
: 63* 
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& 78. Posito igitor 


oz 
7x-9t erit i-—-32t 


hineque sumtis quadratis 


óxz* a» — 
$5 — X et 5$ LY, 


hinc formentur hae aequationes 


i zr x an» -yy 


Jam introducantur duse novae variabiles p et q, ut sit 
zr-4-yy-—2petzrzz—ygyg-294, 

ex quo t zü z--gOgy Op, et zóx—yOgy—Oq. hinc- 

que zz02^—ggO y —OpOqg; quamobrem habebimus 
3p34.— 
ot* —— 

quae aequatio dividatur per zz —gg —2q4, prodibitque . 
8pOq  xxX—»yyY ! 
34018 — zx—)yy ? 

quae forma, valoribus pro X et Y substituts, dabit 


Opoq.. 
stb cb p. 


rzX—yyY, 


$. 74. Nunc porro sequationes 2 et Su 2 - differentiatae 
dabunt ' 
LÀ L Li *—YX'e 3y — Y. 


S — . 
Ex priore p 12397 ——c x X', cui addatur n z— —2 X, ut prodeat 
t] 2 . 
sedie iden AE)lLi$sà* lI xX iX 
Simili modo erit Bix— —y Y --2Y, quae duae, aequationes in- 
vicem additae dabunt 
230p —233p — , yr y Y' 2 (X - Y). 


NN Substitutis autem valoribus et facta substitutione respectu litterarum 
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p et q, reperitur 
2X--2Y —4B-- ACp-- AD(pp--49)-- AEp(pp--344). 
Deinde ob 
zX/—2€zzADz! 4.6 E26 
yY —20Cyy--ADy*--6 Ey6 erit 
z X^ -- y Y' — AC p--8 D (pp--4 q)--12 Ep(pp-- 399), 
.ex quibus conjunctis fit 


333b — 4B - 8C p--12D(pp-- 44) 


146 Ep(pp--3494). 


$ 75. Ab hac formula subtrahatur supra inventa 2H 


quater sumta, ac remanebit 


i — NS eDqg e tiEpgs 


Nunc wrinque multiplicetur per 22, et prodibit | 
per 22, et p 


3p39. 229p! 
3p: COE TAB — Br 3) -:8DOp- E 32EpOp, 
cujus integrale sponte se.offert ita expressum 
ap? 
qaos 7 4 A 8Dp--16 Epp, 
ideoque extracta radice 


2 . 
qos — 2 y (A - 2D p-- AEpp). 


$& 76. Cum nunc sit 


9»—z.yXcyyYe et 2 qgzoz—yy, ' 
facta substitutione orietur haec aequatio 


YXx»yyX ] 
OM —YylI5--D(zz-yg)-E(rzueyyy] 
quae sumtis quadratis reducetur ad istam formam 


z Xés7YXY - 
MI —— vum X —A-eD(zz-e yy) E(oz--yy)- 
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Est vero 
xrX-ygY-EB(rcwyy)-C(z y) 
. -- D (z6 &- y) -- E (z* -- y*), 
hincque pervenietur ad hane hequatiohém 


B(zx--yy)--C(z*-ky9--Dozyr(rk-rrx) -?98stj* E xyYEY | —A 
(xz—21» . 
$ 77. Sumamus nunc ut eupras conewmtém .À 5a, wt 
posito 
g-——0 fiat zx I—X et X —X—B--Ckk c Dk -E EIS, 
et aequatio integralis induet hane fortnám 


Bi(zz--2)--GG*2:5*)-Dzxxy»(x zy; Xitxur xeoYXt aci 
(ex—»»*. 


quae aliquanto simplicior evadit, si utrinque 'sobtrshamus c erit 
enim 
B(xz--y»y)--26xxyy--Dxxyy(rryy)-?Ezxts*(b2xyYXY —M 
- (ric) UTkh? 
quae egregie convenit cum integrali &bpra $. 79. «exhibito. 


$. 78. Hic «ousus wototü digitus ^8e -ofRa*, -dum B — 0, 
tum autem aequatio differentialis ita se "habebit 
ox 9 
YGYDreYyES)TjVGYP2;TEy)770». 
cujus ergo integrale per ceristantem (V expressum erit 
C(x*--»9)--Dzzyy(zz--yy)--2Ez*y*L2zyYVXY —A. 
(€ z—»»* . -— 
Hoc autem casu integratio non ita determinari potest, ut posito 
y — 0 fiat z cx k, "quia idtegrále 'postériorfs fémrbri hoc casa 
manifesto abit in infinitum; quamobrem -elio «mede integrationem 
determinari convéniet, veluti ut posito y —— b fi& «xx zz- a, tum au- 
tem erit ista cotstans 


C (a* -- b*y -- D n Pra 24-155 VES Baby AB : 
A (acri s - , existente 








à—U*Daa-Ea*et B—'C.- Db E b. 
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$. 79: Qui processmg, analyszos big wsjtetae comparare 
voluerit cum methedo, qua, illustó&. de la Grange ws est in Mis- 
cellan. Taur. Tom. IP. facile perspiciet, eam multo facilius ad 
: scopum desideratum perducere atque multo commodius ad quosvis 
casus applicari posse. Introduxerat autem Vir Ill. in calculum .for- 
mulam. À t cujus loco hic simplici elemento 9t sumus usi, ac dein- 
ceps, quantitatem T tanquam functonem literarum p et g spectavit, 
quae positio satis difüciles calenlgs postplavit, dym nostra methodo 
longe concinnius easdem integratiopes, invesügare licpit — Quanquam 
&utem nullum est dubium, quin ist& analyscos species insigne in- 
crementum polliceatur, tamen nondum patet, quemadmodum ad alias 
integrationes ea 'accommodari queat , praeter hog ipsos casus, quos 
hic tractavimus et quos olim ex aequatione canonica derivaveram. 


Fig. 13. 
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2.) Methodus succinctior comparationes quantitatum tr&nscendentium 
Pos 


in forma frac PIER contentarum inveniendi. 
:M. S. 4cademiae exhib. die 3 Nov. 1771. 


In Capite VI. Sect. IL. Institutionum mearum Calculi Inte- 
gralis Tom. I. insignes tradidi comparationes inter quantitates ma- 
xinm transcendentes, ad quam deductus eram methodo penitus in- 
directa. — Postquam igitur non ita pridem illustris de Ia Grange 
methodum maxime ingeniosam excogitasset easdem comparationes 
inveniendi, totum hoc argumentum multo succinctius et elegantius 
tractari poterit, quam mihi quidem tum temporià licebat, unde se- 
quentia Supplementa Geometris haud displicebunt. ! 


Hypothesis 1. 
$. 80.  Denotet hic perpetuo character IE : z valorem 
formulae integralis f. TUTGTi43:7PTYUpre» ita sumtae ut eva- 
nescat posit z —: 0.  Ponatur autem brevitatis gratia. a -]- 
Bz-vYzzaSz-c.z2 —2, ita ut sit n:z-—[ Tum 
vero concipiatur super axe 0 Z exstructa ejusmodi curva O Z, 
cujus singuli arcus O Z abscissis 0 z —z respondentes exprimari- 
tur per formulam II : z — f 25; atque haec curva ista insigni 
proprietate erit praedita, ut sumto in ea pro lubitu arcu quocun- 
que FG, a quovis alio puncto X semper arcus X Y illi arcui 
F G aequalis geometrice abscindi possit, cujus demonstrationem s0- 

lutio sequentis problematis suppeditabit. ' 
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DET |Rftoblema.t1s4 - Bota 
iocCon$ dn curoa' mado descripta iprepórsstus: arcus: quieunque 
F G,.innumerabiles alios arcus X Y. iri eadem curva geomatrice: 
assignare, qui singuli eidem arcul, F, 6. *siRt :aeguales. ei 


Fe.cIinhToec " Óbo 
! Solutio. 

$& 81. Déctis-ex pnàctil F et G ad- axem oz applicatis 
F f et'G g, vocentur abscissae 0 f/—— f^ et..0 45g, eruntque, 
arcus OF-—n:f/ et OG — Hn: g, unde longitudo arcus pro- 
posi F G erit — II: g — II: Df Simili modó "pro quovis arcu 
quaesito X Y vocentur abseissdé U£ ij— xm .et 0 y — y, eruntque 
arcus O X — Ip; m.ev O Y — IL: y, ideoque: arcus X Y — 
X :9—I:zc, qui cum aequalis. ,es8e debeat arcui F G, habe- 
bitur ista aequatio II: y — II: x —II:g—II: DÁAcui satisfieri 


oportet, : pes 





$8 Üsonism puncte F et G considerantur wt fira, ' dum 
puncta: - X et ^Y Mper^ totum curvam: variari possunt , Aditerentiatio 
nobis praebebit- Nanic &équationóm- e. n iy —2- m: z -— 0. Quare 
cum sit per hypothesi ^ uoc 

n: E x e 1H: vf ' 
existente Ud 

X—a- zd ysz deas et 

.XacÜg4-hYgsrcÓg)k448 
solutio. problematis perducta est ad hanc aequationem differentialem 


y— yx—9. fln o5. 
$ 83. ' Hic jam methodurh dn de la Grangé in sub- 
Sidium vocantes statuamus PEN eritque uot Hie scili- 
Vol. IV. | 0.7 64 
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cet novum elementum 2 £ in ceiculum  iítroducimus, quod in se- 
quentibys- diferentietionibqe uil constans uiotetari nm igitur ha- 
ME woran . 


-yxwma Zmyy eod 


Quod. si ergo porro statuamus gy Tf— p et y —x--q, habebi- 
mus hinc 


$B-yY-a-yX "T YY-—vx, SR 


wc 


sac 4 


quaim formularum" produetem p priebet "opm s 707 7l 
C» IY-X MEE 


Ysloxibus ergo loco Y et. X - substitutis "erit tan Ts €. : wur 

i cud ori di A 2 

- DÜS cQ l2» as na 
5sar foes "uil 


do oq^ 





pec Pi d 
Quare cum sit 7 
y —*3 et P3 eit 


mPTEREY fs : 

cmo ma zd pe(pp-d-49). wq 

quibus substitutis- factaque divisione per q habébitup; d 15:5 ^5 s 
9p34.— 


d 2231—4 yp H3(Spp --09) Hiep en-m). 


cujus  aequationis plurimus erit usus in sequenti calculo. DE 


" gor—nyg 








ecce Dd 64 auzI. 
$ osa Jéni miis "sdrats glad eguadones da- 
bunt t soc nns nho d 
MD—X et in, 2 e 


quae denuo differeptientur , quem. in finem ponamus brevitatis 
'gratia ' t Ut 


|bxzxs.€ jr—Ya SIL E 
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sque binc nanciscemur . - 


gslxaumlv,s . 


quibus additis erit . . 
s Be EX CEY. at te aes t auo 
Cum igitur sit os n 
x'—4- pys-3iezd aca et 
Y —(-4-2yy--339ygy d- Aeg? , erit 
:33p—2 B--2 y (x2-y) 2- 33(a* "Eg)re As (a --y?). 
Introducendo igitur litteras p et. (st ante, : ets o. 7 
zy cp, a*-- y — (pp -- 24). 
01 0 8$3--g — dp (pp 25844); 
sicque ista aequatio hanc induet formam . . ^. 5 0.0 T 


"at ecafe2 vbi (pp) ppp 339. 





" a ' 


Q8yV 85. Ab hec jem. postieme. aequatione- subtrahatar 


praecedens bis sumta, ac remanebit caras 
23 3pà4 gd e 
Iu — aei —B4gypp duo Ma 


Hine per qq dividendo habebimus . 

i gat Cd — HEP) 2-2 2 cp, »ogte 
cujus utrumqué mietübrum maniíéstó integrationem udmitilt, wi du- 
eatur in elementüm 13-p. ^ Hoc ofer ficto: aciustio iiéprelis erit 


Ms cccu3ybpR cti 








44 


ae . 
$. 86. Initio autem vidimus esse $»—y Xp y'Y, hine 

qué stati Berrenitnus. ád 'abquétiohem" "iüitegralem: Mgébraicani iani 
nt aliyx, LJ '* INA ' 
e EG -h 9p d-epP- 


Lus? 2 que IA f i. pose 
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Quare cum sit p — z-j-g et,qg — y — x, haec aequatio evoluta 
fiet ! 


EEYrinrt.. 0 bob ry 


ubi constantem per integrationem ingressam- secundum indolem prob- 
lematis ita definiri 'oportet, ut dum ,punctum X incidit in *punc- 
tum F, punctum Y in ipsum punctum G cadat, sive. ut facto 
zx ——f fat y--g. i 
QW RN . . 
$& sTe i1 Qul jem: sit - a D MEE 
SY 22-FB(r 9) e y eg) 
2r 3 (x? 27 y9) 4- e (2 4- y). 
si terminos à (4-9) H-« (x -- yy in iteram partem | tranafe- 
rimug, perveniemus ad hanc. aequationem: : 
ePi 1o rH Grra sr terep reat -c 
] Ax . 
Subtrahamus utem insuper utrinque y, et loco é— 'y scriba- 
mus A, hocque miedo rostra. aequatio reducs(ar hs "banc formam 
satis concinnam ] : Bio. " 


istheccpenyetapt tapes 


[2252 








$. 88. Quia nmíc A ita determinari debet, 'ut sumto 
zl ^ fiat y — g, si.secundum. analogiam statuamug, ec 
c8 Hr B ny Fr Man. ces nardo doo duh. 
a-c-Be--yes--3g -pea'o o, in 
erit ista constans A ita expressa i 
:A- Itt P O-pp-rovie PARCO) p) Enfap YES, 
: ] EP ' 
Hgq igitur equations, nventa,. gi: ipsi pro, lnbitu, tribuatur ya- 
lor quicunque, inde elici poterit valor ipsius. y, ita, ut alter ter- 
minus X arcus quaesii X Y pro arii SsSutni: possit. ^ Verum 


MET 
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facile patet, istam determinationem in calculos perquam molestos 
praecipitare, quanddguidem aequatio inventa quadratis sumendis ab 
irrationalitate y/ X Y liberari deberet. Sequenti autem modo ista 
investigatio sublevari poterit. ; 


$. 89. Quoniam ista formula — 
2à -B($-y)-—2yxgy--Ozy(r-y)-2exozyy 

essentialiter in calcülum ingreditur, ejus loco brevitatis gratia scri- 
bamus ^hunc characterem [z, 5j], cujus ergo valor erit cognitus, 
etiam sj loco z et y aliae litterae accipiantur. Hoc igitur modo 
aequatio inventa ita referri poterit" 

[s»]1-2-2Y XY |. [^ )-- 2 Y FG . N 

/24x—sp 7 — G— ^C ! 

quae ergo aequatio exprimit relationem inter bina ordinata z etg, 
ut problemati satisfiat, hoc est, ut fiat 


II::y —IH:x—IH:g—I:f 
Quare cum hic etiam sequatur 

H:g —IH:g—H:z—H BA 
aequatio hinc ista éxsurget t 


. U2)-2Y Y,  [Az]2-2YFX 
E S o-9* (75 (&— 


$. 90. Ex hac jam aequatione cum priore conjuncta 
facile eliminari poterit formula radicalis y/ Y, sicque aequatio ha- 
bebitur tantum litteram y tanquam incognitam involvens, unde ejus 
valor haud diffculter definiri potest. " Caleulum autem nunc insti- 
tuenti patebit, .tantum ad aequationem quadraticam perveniri, ita 
ut bini valores pro puncto Y reperiantur, quemadmodum rei na- 
tura postulat, dum eumto puncto X alterum punctum Y;tam dex- 
txorsum. quam; sinistrorsum cadere poterit. Hinc. autem calculo: 
fusius non immoramur, quandoquidem hic potissimum est propo- 


Fig 14. 
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situm, totam hujus problematis. solutionem per methodum. direc- 


'tem a priori repetere. (7 


Hypothesis 2. 

$.91.  Constitua super axe o z curva O Z in priori 

hypothesi descripta, concipiatur super eodem axe 8lia curva in- 

super descripta $) 8, ita comparata, ut abscissae 0 z — z respon- 
deat arcus $9 3 — d :z, ita. ut sit 

;QlIÍLÍJOROCESIO * ete) 

pin cJ? EE RES d c3 


integrali hoc' pariter ia sumto ut 'evanescat posito z — 0, exi 
Stente ut ante 
Z-—a--z--'Yz2-4-02 4 cz*. 
Pro numeratore autem pon&mus brevitatis gratia — : - nn 
8 B2 €zo-E DE opt — 8, 
ia ut sit p: 2-fHE. ] 


$. 92. sta jam curva hac ratione descripta. hac j insigni ' 
proprietate erit praedita, ut, si in priore curva rescissi fuerint 
afcus F G et.X Y inter se aequales, "productis iisdem applica- 
tis in nova curva, arcuum hoc modo rescissortum (& (9 et X 9) 
differentia vel algebraice vel saltem per logarithmos et arcus cir- 
culares assignari possit, cujus rei veritatem solutio sequentis prob- 
lematis demonstrabit. à 


* 


Problema 2. 


Si in curva secundum: primam  hypothesin. descripta ab- 
scissi fuerint duo arcus aequales FG ct .X F, iisque in curva modo 


: descripta respondeant areus & &) et. 3 9), quibus scilicet eaedein -ab- 


scissae ii axe conveniant, , Sifferentium intr ad PiMos areus in- 
vestigare. Jod : 
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Solutio. 


$. 93. Quia igitur híc "quaeritur differentia inter arcus 
$ O et € 9), ponatür ea — Y, quae ergo spectari poterit tan- 
quam cert& functio ips&ru z et y, si quidem puncta (y et G 
tanquam fixa consideramus. Cum igitur sit arcus 
$6—4:9—4:/ et arcus 
e£ 4&9L6:v—d:x. 
habebimus - 
- $:iy—$imid$ig—difY, 
unde differentiando habebimus 


ER EE 


quia litteras f^ et g pro constarübus habemus. 


.$ 94. Ponamus nunc ut sopra factam est 
9z 90». 
yx — yx -—2 t » 
et haec aeqaatio induet istam formam ! 
| (9 —8)0t—2 Y. 
Verum im solutione primi problematis deducti fuimus ad hanc ae- 
quationem finalem 
op? ! 
dB € poer, . 
. unde fit À 
|? 
$: Y (C Bp-- epp) c V (A y Bp epp), 
atque hinc colligimus 


: 9t — ay GRPU»RG p" . 
. wi est p-z--y et q— y — x. Hoc ergo valore: inducto. ae- 
quatio differentinlis , resolvenda est - . 


-— (9—z)op 
2v AY (A-I- Y H- 8p - £p p)? 
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ubi est d . 
€ —9 -4- S z--€xz- Oz et. 
similique modo . o8 aum. s B 2 fc: 

9 9 4-3 y -- € y y d- O35 H- ete, 


quousque libuerit continuando. 


$. 95. Quod si jam hos valores eubstituamus , habe- 
bimus , ta uos ath. 
$) — € — $$ (y —2) 4- € (yj! —x*) 4- S (y? 2) 
. -P€(yi—z")4-ete C : 
unde si loco 2 et y introducamus quantitates p et g, ob z — m 


et y — "3, orientur sequente valores ou Nl 
y —z—d4 y — a —pq g? —x— 44 (3pp-q9)..— 
y*— z^ —ipq(pp--q4) y) — 55——iq(5p*-- 10ppqq-- d^). 


$. 96.  Quantitas ergo V per sequentes formulas in- 
tegrales secundum numerum litterarum $5, €, 4D, etc deter- 
minatur . PUO. 


E 3p pop 
v EP ICEERTETIT) c E T3xipEp 


(3pp4-40)9p portio) 
*i9/yufyrPriupm C 4€4 (ar vp epp) 


: 5 p*-- 10ppqq-r-3*) 9p caR- 
SS Vaeydipapp) o0 "-— 


Quarum formularum duae priores-jam absolute "exhiberi possunt, 
sive algebraice, quod eyenit si e — 0, sive per logarithmos, si 
vslof ipsius e fuerit positivus, sive per arcus circulares, si valor 
lpsius e fuerint negativus. Reliquae vero formulae exigunt relatio- 
nem inter p et q, quam deinceps investigabimus. Hic tantum mo- 
tetur, potestates solas pares ipsius q in has formulas ingredi. 
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$ 97: Hie autem littera A eundem valorem constantem 
designat, quem supra jam definivimus, qui erat 

A — 2a4-B (FF D--2Yfs--5f6 (-- fes ivo. 

um (—f» 

Praeterea vero cum esse debeat 

$:y—b4:z6:9—64:f-2 V, 
evidens est, casu quo x — f et y — g fieri debere V — 0; quam- 
obrem formulae illae integrales pro V inventae ita capi debebunt, 
ut posito p — f£ 4-g et q —g —.' valor ipsius V evanescat. 


Analysis 


. V 
pro investiganda relatione inter p et q. 


$. 98. Quia jam invenimus aequationem finitam inter .. 
z et y, ex ea quoque ponendo y — ^ et x — "7$ relatio 
inter litteras p et q derivari posset; verum hoc calculos nimis 
taediosos' postularet, quamobrem aliam: viam ineamus. igtam re- 
lationem ex formulis differenüalibus deducendi. Cum enim sit 


BÉ E ob proportionem 
:g— . f 9B-—YY-«YX. c 
Oz:Qg—yX:y Y erit 337 Dry) 
supra autem invenimus esse 


EYYYI-y(A--y-d-Àp--epp) 
Ubi A eandem denotet constantem, quam modo ante definivimus. 





$. 99. Nunc igitur fractio pro 82 inventa supra et infra 
multipliceter per y/ Y -- y/ X, et cum sit 
(Q/ Y -- y X)! zz «(4 tv ip). 
habebimus.hanc aequationem — .... 
3p. 42(a--Y--Sp-Ftpp) 
Óóq — Y—X 
Vol. IY. . 65 
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eujus denominatorem jam supra j. 83. evolvimue, ubi. inveni- 
Tus esse u mE 
Y—X —g--ypq--io q(3pp--q4)- lepq(pp--44). 
quo valore substituto erit 
àp - 9A -- y --Àp--spp) 
0q  Q-yp--ióGpp--49--iPQp--99) 
quae reducitur ad hanc formam 
[28-2 yp -- IG pp--q9 -- eptpp-- 930p. 


2909— 
iid A ety 479p a- epp 


100. CTransferamus terminos qui continent g g a dextra in 

sinistram partem ut obtineamus hanc aequationes 
449pQ)--ep) — (28--2'yp-- pp ep*)op 
A-y--9p--npp o I y --Óp-- epp 
Membrum hujus aequationis sinistrum integrabile reddi potest, si 
per certam functionem ipsius p, quae sit — II, multiplicetur, quando 
fuerit . E 
0m XA  2QOp)-w) . 

HE. ^  A-y-cp-cipp. 
quae aequaüo integrata dat 

Inc —i4(A-y Óp-epp). 
Sicque erit multiplicator iste 


— 1 . 
H—[v[GTTEG» 


tum autem integrale quaesitum erit 


2904— 


33 . -j GEtixr inp ri 
Y (A-- Y &-9p -- epp) (Ay 3p ^ epp) 
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s 101. Hoc postremum integrale manifesto continet formam 


TOCUTLUETYIAo quippe cujus differentiale est 


(2 Ap 2yp ip ep?)Op. 


(Ao y 9p a epp) 

quare integrale ita potest repraesentari 
———4 34 LL.— TUUOLLA 
Y (A -- y —-9p—epp) - y (Ay op epp) 

f. (3 8— 2 A p)2p . 

(Ao y 3p e ep p) 

" quod postremum integrale statuatur — acr I ; T» 
enim differentiale est . 

[XA yon — 43 m q3n —tm)p]oóp 


hujus 


(A y 9 p-- epp) 
ideoque fieri debet 
(A a- y) n —ióm— 2g et 
jóÓn—em-z—24, 
unde deducuntur valores 


——A83-2-8AA--8AY — 88:2- 4A? 
m—^"daebAYye—88 0 — jacere db 


quarum fracüonum loco in calculo retineamus litteras m et n, con- 
sequenter adjecta constante aequatio integralis it& se habebit 


, $4 —PP np m CY (Ay eBp-cepp) 


$. 102. Ista autem constans ita definiri debet, ut po- 

sito p — f--g fiat 22g — f, ex quo quantitas illa constans ita 
determinabitur 

$m Fg) —m . 

ce—— YAT TYcP*TDT(EO) 65* 
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Hoc ergo valore invento, facile assignari poterunt. valores non 
solum ipsius q q sed euam ejus potestatum parium: 3*5, 45, g*. » etc., 
quibus indigemus. Atque hinc inteligitur *ro inveniendo valore 
ipsius V alias formulas integrales non occurrere nisi quae .involvant 
quantitatem radicalem y/ (A yo p--tpp), quarum ergo in- 
tegratio, nisi algebraice institui queat, semper per logarithmos et 
arcus circulares expediri poterit.  Evidens autem est, casu quo 
£— 0 omnia integralia algebraica exprimi posse. 


$. 103. Quod si ergo pro priori curva OZ fuerit 


— 8 
I:2—/ ra-rez-yi-Eiw) 


pro altera vero curva 
2L pQz(8-- 2-1 Exz-i- 02? -- ete) 
$:2— Y(a--Bz--Ysz--Pz5 ^ 


tum sumtigs in pfiori curva arcubus aequalibus F G 'et X Y, iis 
in altera curva respondebunt arcus $ O et X $), quorum dif- 
ferentia semper geometrice assignari poterit. Interdum etiam fieri 
potest, ut differentia V in nihilum abeat, id quod quidem semper 
evenit, sumto x — f. 


. & 104. Praeterea. vero etiam datur alius casus maxi- 
me memorabilis,: quod differentia illa V algebraice exprimi "poterit, 
qui scilicet semper locum haDebit, quando tam in denominatore 
quam in mumeratore tantum- potestates pares ipsius z occurrunt, 
hoc est si fuerit pro curva priore . 

I:2—/yuyiicrimy 
pro altera vero curva . . 

piat cec) 
His enim casibus, si in priore curva arcus aequales F G et 
X Y abscindantur, tum arcuum in altera curva respondentium 
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$ € et x 9) differentia semper algebraice seu geometrice ex- 
hiberi poterit, ad quoteunque terminos etiam mnumerator & —- 
€ zz--G€z'-- etc. continuetur, atque hic est casus, quem olim 
'tam in calculo integrali quam alibi fusius. pertractayi. 


$. 105. Ad hoc ostendendum, quia habemus tam à — 0. 
quam (1— 0, primo erit ' 
qq ——»p--m- Cy (Ay epp), 
ita ut hic ,tantum potestates pares ipsius p occurrant, tum autem 
pro litteris germsnicis €, €, (5, etc. formulae integrandae sequenti 
modo se habebunt: 
9a 


Pro liters € 5... v Py epp 
quae per se est absolute integrabilis. ! 


. 
" Pf-2-24)9 
Pro litera € ..,.. /5 Li Deb 


quae loco g q substituto valore induet hanc formam 


(25--m)8 , 

Á Fabio) -—-C/pàp, 
ubi integratio est manifesta, quod etiam usu venit pro sequen- 
tibus formulis litteris 69, $, affectis. — Evidens enim est, si po- 
natur y/ (A 2 *y -- ep p) — s fieri 2. : 

pp-EmBLY «póp— £25, ideoque: 

pop —95 

Y(a-c-Yotpp) 77 t? 
qua substitutione omnes formulae integrandae fiunt rationales et 
integrae. n 


$106. Cum autem iste posterior casus jam satis pro- 
lixe sit tractatus, ac pluribus exemplis a rectificatione Ellipsis et 
Hyperbolae desumtis illustratus, casus prior quo tantum erat eg —o 
eo majore attentione ést dignus, quod quantum equidem scio, a 
nemine adhuc est observatus, cujus ergo evolutio novae huic ime- 
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ihodo unice &ccépta est referenda. Quemadmodum  &utém haec 
dedueta sunt ex relatione inter p et q, itu etiam relatio elegantis- 
sima erui potést inter has quantitates p —— x -- g et u — x g, 
quam hic subjungamus. 


. Analysis 
pro investiganda relatione inter p et u. 


f$. 107. Hic paritér primo in relationem inpér 9p et Qu 
inquiramus, ét cum sit : 


Qz:i0g—yX:yY erit 
ap... YX-4YY 
9«— 5Yx-csYY 

et sumtis quadratis . 
aps EEYRaYXY s. 
1848 — y»3X--xzY-4-225V XY 


Supra autem vidimus esse 
(X^ y Yy 24 (y -9p cp), existente q — y — x. 
Pro denominatore autem utamur relatione $. 87. inventa 


A- 2a--B(z-I- y) --2Yx5--82 y (x17 9) Hz tx 239 -I- 2Y XY 
-— , 


(—2* 

unde fit . 

2yXY-—A444—2a—p— 2y u — pu — 2cuu, 
quo valore substituto aequatio nostra erit 


9p? 44(A3-Y--9 p4-tpp) . 
Qu? 77 yyX-Fxm Y--Aqqu—2au—Qpu—2 yuu—ópuu—2cu* . . 


$. 108. Hic autem substitutis loco X et Y valoribus, ha- 
bebimus primo . 
yyX--zzY-a(zz--yy)--Bzy(x--y)--2 v »2Uy 
—-Uzzyg(ra-y)--exzagyy(zz-- yy); 
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quae ob z3a-g —p,xg-—uet zo--yyg-pp—2 u, erit 
yyX--zaY-—2a(pp—2 u)--Gpu--2yuu--Ópuu 
-fuu(pp— 3u), . 
unde totus denominator reperietur fore 
a(ppc-Au)--euu(pp—4u)--Aqqu, 
quare cum sit pp — 4u — qq, nostra fractio erit i 
8p* . A-- Y 2-5 p--tpp : 


3u* 5 


Qus — Au-j-a-- tutu 


wende sequitur haee aequatio separata 
9p Qu 


V(a-EY-F Ep-Fipp) — V (ck aa-F cux) 


"unde deducitur hoc . 
"TTheorema memorabile. 


$. 109. Si inter binae variabiles z et y habeatur haec 


aequatio differentialis 
ax — 9» 
YGT8zyaizqis 97 YG4834Y*)»309: 
, tum posito z -- y —-p et z y —u, inter hae variabiles p et u 
semper locum habebit haec aequatio Pie 


——À£ 
YG-cEY-PEGB») YGcaivnus: 


ubi A quidem est. constans arbitraria in aequationem posteriorem 
"ingressa, contra vero ctiam prior aequatio conünet constantem 
arbitrariam ($ ja aMere non occurrentem. 

$. 110.. Aequationis autem posterioris integratio in promptu 
est. Si enim utrinque multiplicemus per y/ e, integrale per lo- 
gáritnos ita. exprimitur : 

C pY eng Ya V (A-y--3p--ep)]— 

I[uy e-- gy, 3- Y (13- Au--euu)]--IT, 
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ideoque integrale ita algebraice exprimetur 
ep--482^ V e(A 2— y 2- 5p epp) — 
T[cu--4A2- V e(a2- A u--suu)]. 
Ubi constams ista T' facile definitur ex conditione, quod posito 
— f feri debet gy — g, hoc est ut posito p — f^ -i- g fiat 
u — fg, quippe ex qua conditione constans prior A jam est 
definita. 


. $ 111. Quo hinc jam facilius sive p per w sive u per p 
definiri possit, notatur esse 
4 . 
£p --d9-- y [eA om y - 9 p--epp)] — . 
£p--39 — y [t£(A y --Óp - epp)] 
198— 6€(A— y) s 
1 "ol 
£u -- EA y [r(a--Au--cuu)] 
eu-- 4À —y [e(a4-A u-cruw) 
1AA—aec 
Hinc igitur per inversionem sequens aequatio resultabit 
ep-jB—ytc(A-vyp-tpp. 


198—c(A--*) 
1 ceu-idA—Yyet(a--Au--euu) 
LO—LDTÓÁLLLÉZL, sive 
r 1AA —at 


epe 4Ó — V e(A ey -8p-- epp) — 

188 — «(A--3) 

TdAA—a«0 

ex quibus duabus aequationibus « sine alio negotio Bive p per u sive 
u per p exprimi poterit ^ 


x [en-- 4A — Y ea A aci], 
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$. 112. Hoc igitnr modo loco variabilis p pro inve- 
nienda quantitate Y' facile introduci posset variabilis u,. si qui- 
2« CEU " 
aequalis YGcaacE T Verum hoc modo casus illi, quibus 
quantitas V fieri potest algebraica, non tam facile patescent; in- 
terim tamen etiam hoc modo certi erimus, tam casibus quibus £— 0, 
quam quo 8 — 0, à —0 etc. in serie 9(, 25,' €, etc. tantum 
potestates pares occurrunt, omnes jntegrationes algebraice succedere 
debere. —Coronidis:loco adhuc aliam relationem inter quantitates 
p et u investigemus, cujus contemplatio insigne incrementum in in- 
tegratione aequationum polliceri videtur. 


dem loco formulae YG-Y bstituatur formula ipsi 


, Alia Analysis 
pro investigatione relationis inter p et u. 


$ 113. Cum sit ut ante vidimus 2£— CUI» 


mulüplicemus supra et infra per .y/ X -- y Y, ut numerator evadat 
(/ X -- y Y 2294 (A -- y --9p c epp); 
tum autem denominatur prodibit 
9g X--zY--(x--y)y XY, 
ubi denominatoris pars rationalis dat . 
ap--2 Bi xy--'yzy(x--y)-2-0xy(xz-yy)-A-exy (x? 2- y9),. 
quae expressio , ob z-4-gy——p,y-—c--qg,etzgyc-cu, abit in 
ap 3-2 Bu-i-'ypu-i-9u(pp — 2 u)--spu(pp — 3u). 
Deinde ante vidimus esse . 
2yXY—A34—2a— p —2'yu —Ópu — 2 suu, 
Yol. IV. ^ 66 


. 
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quod ductum in j| p et superiori additum praebet 
iApq4—iB(pp--4u)--idu(pp—4u)--epu(pp—a4u).- 
quae denominator ob pp —4u —q4 induet hanc formam 
iApqq—iBaqq--i9ugg--epuqq:, 
hinc aequatió erit . 
9p | A-cY-cÓp-cepp | - 
Qu ibp—iB-i9u-epu' 
unde deducitur 
OpGAp — 1B--iBu-- ipu) — 2u(A iy 3p capp). 


quae ergo certe est integrabilis ; .id. quod adeo inde patet, quod: 
ajtera variabilis u nusquam ultra primam dimensionem exsurgit. 


$. 114. Verum adhuc alio modo relatio inter p et w in- ! 
vestigari potest; scilicet aequatio primo inventa 


9p. YX--YY 
9u —»YX-4- zy Y? 


si supra et infra multiplicetur pér y/ Y — y X dabit 
3p... Y—x 
3v— —yX-ExRY-cYXYQ-z) 


Nunc igitur pro numeratore habebimus — 
Ba--'ypqc-3a(pp — u)--spa(pp — 22). 
Pro denominatore vero pars rationalis erit 
— ag-cyquicüpsucequ(op — u), 
pars vero irrationalis 


iA d! — 4g —ifpq — y qu —iopqu — quu, 


D 
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unde totus dénominator 'conficitur 

1A d? — 24 — MBpq--pqu--equ(pp — 2u), 
unde sequitur haec aequatio differentialis 

ap B--yp--3(pp—u)--ep(pp— 2 u) 

Qu  iA(p—41—2a—i4Bp--1opu--su(pp—2uy 
quae in ordinem redacta ita se habebit 

9p[A(pp — 4u) —4a — Bp--8pu-i-2eu(pp — 2u)]— 
20[B--'y p--X(pp — u)--ep(pp —2)1, 

quae jam ita est comparata, ut nulla via ejus integrationem 
instituenda perspici queat, etiamsi ejus integrale revera exhibere 
queamus. 


$. 115.. Alio" infuper modo relationem inter n et u de- 
finire licet, si aequationis . 


3p. YXYY (C 
9u 7 »YX-aYY 


posterius membrum supra et infra multiplicemus prygyX— 
x y Y ut prodeat 


3p gX-sYa(y—2YXY, 
9u— yyX—xxY 


Nunc enim denominator evadet 
apqa Bqu--óguu—spquu. 
Pro numeratore autem pars rationalis praebet 
aq— Ygu—ipqu—tqu(pp—u), 
et pars irrationalis 
jAq? —aq — iBpq — yqu—iopqu—equu, 
totus igitur numerator erit 


144! —iBpg — 2yqu —iBpqu —tqupp, . 
66* - " 
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ideoque 

7 9p. iAQp- —40— IB 2y u— ipu tppu. 
Qu. —— ap--(ju—Suu—spuu 

sive . * 


290p(ap--u—Suu—cpuu)— 
Qu[A (pp — 4:2 —Qp — 4 yu — 39pu—2«ppu]. 
Hic autem penitus non patet, quomodo multiplicator hanc aequa- 
tionem integrabilem reddens investigari debeat, unde nullum est 
dubium, quin ista contemplatio haud parum ad limites analyscos 
prolatandos conferre possit. 
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SUPPLEMENTUM IX 
4D SECT. I. TOM. I. 
20 DEO. 
RESOLUTIONE. AEQUATIONUM DIFFERENTIALIUM 
SECUNDI GRADUS, DUAS TANTUM VARIABILES 
INVOLVENTIUM, 


, 





1). Methodus singularis resolvendi aequationes differentiales secundi 
gradus. M. S. Mcademiae ezhib. die 19 Jan. 1719. 


$1. Sipetg fuerint functiones quaecunque ipsius. x, 
atque proposita fuerit haec aequatio inter binas varibbiles x et z 


2p32--z0p—?* E 


evidens est ejus integrale facile inveniri posse, si ea multplieetur 
per 2, ut habeatur 


. 


2p202--zz0p—*25 [ 53. 


' Prioris enim membri integrale est p z 2; posterius vero ^ membrum 
posito /* s, abit in v 2 v, cujus integrale est j v v-- C, 
.dta ut bine. naüciscamur istám -aequationem integralem p z z — 
jvv--C, unde ft vv — 2pzz — 2 C, hincque 


vc cy ppas—C) 


526 ' ' SUPPLEMENT! UM IX. 


quae differentiata dat 
zàxz, | 9pzóz-c-zssop 
4 ^. YQGpsz—C)? 
facto ergo divisione per z, erit 
9x.  2p9z2--z3p 5o tr PEE 
Ug Y Gpss—O)? DEM ett ^ 
quemadmodum autem hinc valor ipsius z per x, ejusque functio- 
nes p et q exprimi queat, non liquet. Ut autem istum scopum ob- 
tineamus, posito ut fecimus fSR-mv ut sit vu — 2pz2 — C, 
retlueamüs quaftitatem: v in calculo, ét cum sit 
az 47 — 2 
x Qv, erit Z — EX 
quo valore substituto habebimus. 


pte nv 
vv- 3 —-C€,y 


unde colligitur N 

Qv 9xy [vv -t- C) 

UU aYap ^C 
quae sponte .separationem admittit, cum sit 
9v —, 22 id 

YGcq e 7 vip: ideoque 

] "39 —f395 

. Fév F6 — [ vag? , 
eujus valor, quoniam p et q sunt functiones ipsius x, tanquam 
cognitus spectari potest. (^ 


$. 2. Statuamus ergo hoc integrale 


9x 
f3ys5 -—IX, 
ut habeamus . » 
"E -0o mE 
ÁrGsopó-iX. 
quare cum constet esse 
. 3v 


Áygspe Tta y Qu ^ C)]» erit ' 
v 4- y ((v -- C) zz X, | 
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unde colligitur v XE » ideoque per quantitatem X defnitur. 
$ 3. Cum igitur supra nvenerimus 2pzz—vv --c, 


erit 
2pzzz2 0 P ecl OIM 


— dXX 4XX ^, 
consequenter erit 
Lo X*4-c 
. 2 Y 2plc— 2X 7. 
Sicque quantitas z ita per X exprimitur, ut. sit 
x*4- C 
2— HY: 
"ubi meminisse oportet eese 
3s 
DE sive X —eJaqvzp 


$. 4. Manifestum autem est, aequationem nostram pro- 
positam, si a signo integrali liberetur, abire in aequationem dif- 
ferentialem secundi gradus, cujus ergo integrale completum modo 
elicuimus. Facta enim multiplicatione per qg fiet 


2pg0z--qz0p-—Ox/*2*, 
et differentiatio sumto elemento O z eonstante' praebebit sequentem 
aequationem differentialem secundi gradus - . 
2pqQ0O0z-- SqOparge PAL TUR 





, 


a-8g0p0z--qzàop q 
cujus ergo aequationis non parum abstrusae novimus esse integrale 
completum 


X*4-C 
3XY:p? exigi 


ita-ut ista quantites X etiam constantem arbitrariam involvat. 


z-—— ex eli 2p: 
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€ $. Cum autem haec 'aeqüatio non parum sit com- 
plicata, sequenti modo  concinnius repraesentari potest; cum . 
enim sit . 

4 90.pzz— 
erit differentiationem tantum indicando 
2 49.pzz  soz* 

*—* —4^ s . 
quae manifesto integrabilis evadit, si multiplicetur per M3 pxt 


13:5** — 50 z, meibruh 


zos E 
5 








' 


quodsi enim brevitatis gratia statuatur ^ 
sinistrum fit ' . ' 
2s50m.0s0x—2 f 9 s0a*, 
ejusque ergo integrale ss z^ : at vero ex parte dextra habebimus 
202^0.p 2, cujus igitur integrale est 
2pzz0a*'-CQz.- . 
ita ut integrátio nobis praebeat ss Z2 2p zz a- C. 


$. 6. Quo nunc hanc aequationem penitius evolvamus, 
statuamus ut ante p Z Z — v, ita ut sit 2:2 ——50 z, eritque nos- 


trum integrale inventum 
ssz2ij9"5—2yc, 


$zoz* — 


quae ob 22-7 abit in hanc 


unde eruitur propemodum ut ante 
av 


— 05 
Yv(293-C) — yp? 
quae & forma ante inventa non discrepat. 


& 7. Simili modo etiam ' aliae aequationes differentia- 
les magis complicatae resolvi poterunt, velutü si^ proponatur 


, 
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ista aequatio 

5p3z-- 3p cis feas, 
ubi iterum p et q denotant functiones quascunque ipsius x, Cum 

enim sit 
9. 3 

3pOz-züpz NÉ, 
ert per 2 z multiplicando 

2 pzi-it3s 3$, 





quae posito f. A EE -—w mi in 2. pz wv, ideoque integrando. 
2pz?-—vv-4-C. 


$. 8. Quoniam autem posuimus yis à3zy erit 


— — 4944/48. 
22 —1, hincque z? — Sony 28v, 


unde fit un -— 
2049 39v — 
os y S2 —vv-4- C. 
Sumtis ergo quadratis erit 
arra — (vv 4- CY, ideoque... 


9? az? À 
(sU — App 7 


cujus radix cubica praebet 

9v — àkC 
Hinc igitur quantitas v per zx definitur, it mo jam. -u .spectare 
queamus tanquam veram functionem ipsius x,' dua "inventa . erit 


g-ltUEeS hincqué £ — yes. ] 


—" 8p $p 


Yol. IV. 67 
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$. 9. Eadem ista aequatio adhuc alio modo resolvi poterit, 
quandoquidem per q multiplicata ita: repraesentatur 


Spe xf ees, sive ! 

2. gp iom, . - 
quae manifesto integrabilis redditur, mulóplicando per $1o-p , 
prodit enim 

(2 Urine Tecos. 


$ 40. Jam ponatur p 2? -—v, ita ut sit 
3—v A Lv. 

z — et z —5;yr 

. 


quo valore substituto habebimus 


P390VYP .,.o p. cas, 


vyv : ' - 
unde concluditur ] 
P EM PE . ' 
vGv-cOyv- rer 
) Ov àv ox 





yvQv--C)yv  viy(av-FC)  aypp 
haec aequatio simplicior evadit, ponendo v -— u?, scilicet 
32u PES : : 
yGw-Fc)- VP» | 
Hinc intelligitur, innumerabilia exempla. per has formules expediri 
possc. 
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$. 11. Quin etiam "hujusmodi aequationes multo genera- 
liores tractari poterunt; namque aequatio generalior ita potest 
repraesentari . 


9.pz -ypz?- 


z q g 


t; 








quae evoluta dat : 
Orfzox 





mpz^"-^"-iüz--"7"QpLl-— 
. q «qq 


Facta autem multiplicatione per 2^, prodit aequatio sponte in- 
tegrabilis m . 


229r fz)0x 
2p , f " 


3 
.Si quidem prodit 


n 2 
2pz"— f 2 4- C. 
q 


$. 12. Ad hanc aequationem vlterius evolvendam sta- 
quamus ' : : : 


[5 m V, eritque z— 337, 


unde primo 2p 3" —vv-]-C, et hinc porro 
n "n " 
(2 p)^.z* — (2 p)n.22? (voc). 
quae cum sponte sit separabilis, dabit 

















Qv Lo 0x 
(vv--C)* . «(ap 


unde ergo quantitas v per z determinabitur, qua inventa ipsa 
quantitas quaesita Z ita. exprimetur, ut sit y»zfIwLET ! 
its 67 
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$. 13. llustremus haec 'unlco exemplo a primo casu 
petito, sumendo scilicet 'ptrzz'4 -j2t«x iet 9 — y/ 2, ite. ut 'aequatio 
proposita sit 
20z2(1 --zz)--2210wczA «9x, 
quae in hanc aequationem secundi gradus éwülvitur 
4900z(1--z2)--12x90 023-8 z 04? 20, 
cujus ergo integrale -quaeritur. 


ig. 14. Faclatids ergo wpjlicátiónern 1s8hitiorls supra $. 3. 
snb ubi cum hic sit p — 1 --z z et g — y/ 2, erit 


X-—i fyarim —- yt em) -—dla, 
unde fit . 
X — Y [x-rY OG H-x2M 
— Ya , 


hoc igitur valore substituto habebinus —— 

z- aC --z--Y (1-22) 

7 PVra(t-zi)bevVtrsk ap 

quae hoc modo simplicius exprimitur 

2 [6-3 --Y (t "zz)Yt-rdY (7x3), 

2Y 2.1 -A- àix) 

Ubi ergo duae quantitates constantes arbitrariae 'sunt "involutae, 
atque adeo hoc integrale comipletum' áfgébrsice determimetur. 'Po- 
Sito ergo C —— 90, integrale partieulare erit,ex prima-forma petitum 
Yiz--Y 44722)]. 


z- $Y 2a(1-- 2x) 


$. 15. Aliud integrale "particulare "binc exhiberi potest, 
constantes ita sumendo ut sit a C (nfnkum, c *éro Cya fini- 
^um —- b, tüm enim -erit : 
ac » . b,. 


————Y— enitn rt 
ELATI TDI LATIN 3Y3(0 32) IF Y (6 F$3)]? 
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quae forma redigitur oH denc 
ay [7z--Y 0 2- 22)), 
Yü--zzx) 


2-— 





2.) Methodus nova investigandi omnes /casus, quibus hanc aequa- 
tionem differentio - differentialem 
Q0y(t—axx)—bxox0y—cgoa o 
resolvere licet. —.M. $$. .4cademiae exhib. die 13 Ja- 
nuari, 1780. | 


$. 16. Hic quidem in usum vocari posset methodus a 
me et ab aliis jam passim exposita, qua valor ipsius y per seriem 
infünitam exprimitur. Tunc enim omnibus casibus, quibus haec .se- 
ries alicubi abrumpitur, habebitur integrale particulare aequationis 
propositae; unde quidem haud difficulter integrale completum erui 
poterit. "Verum etsi hoc modo 'infiniii casus integrabiles reperiuntur, 
tamen-non omnes innotescunt, «sed dantur. praeterea infiniti alii easus, 
"qui resolutionem 'admittunt. Quamobrem bic methodum preggus sin- 

-..gularem proponam, cujus.ope .omnes plane .cegus iptegrabiles elici 
.poterunt. Haec .autem ,mefhodus ita est comparata, ut cognito 
casu quocunque resolutionem admittente, ex eo innumerabiles alii . 
deduci queant. ! 


$. 17. Statim autem se offerunt duo casus simplicissi- 
mni, wiibus "resolutio muccedit, querem alter .eat, Si,cz— 0, alter 
vero si b —ca, quos ergo binos casus principales .ante , omnia 
evolvi oportet. 
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Casus prior principalis 
quo co. 


$18. Hoc igitur casu aequatio nostra erit 
20y(1—azz)—bzOzOy, 
quae posito 0 y — p O z, abit in hanc 
Qp(1—azz)-cbpzOz, sive 


3p. bzoxz ^ 
"p O7 1—azz? 


cujus integrale est 
Ip-—i —amzu) 4-1c, 





sicque erit 


pz—ec(1— azz) *— e 
unde obtinetur 
y-—Cf0zx(i—azz) ias 
ubi notasse juvabit istum valorem fieri algebraicum quoties fue- 


rit — zs numerus integer.positivus, sive b — — 2 i a denotan- 
'te i numerum integrum quemcunque. Tum vero' valor integralis 
etiam algebraicus evadit, quando fuerit — i sive — $, sive — $, 


Sive — £, etc. ideoque in genere i— 2 i-1- 1, ubi esse nequit i—— 0. 


Casus principalis alter 
quo ba. 
$. 19. Hoc ergo casu. aequatio nostrá per 2 Ó y mul- 
tiplicata erit 
20y00y(1 —azz)—2azr0z0y —2cy0y02^—0, 
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quae sponte est integrabilis, ejus- enim integrale erit 

Qy(1—azz)—cyy02^ — C0». 
Ex hac igitur aequatione erit 

9yy (1—axx)-0zy(C--cgy), 
separatione ergo facta erit 

ox — oy 
. Yü-ssz)—Y( 4c» 

In hac ergo forma iterum continentur casus algebraici, -ad quos 
eruendos faciamus a — — a a, c —— y y et C —— (8g, ut ha-, 
beamus ' 


ax ' — L3» . 
V(-raazz)— Vor YY3» ? 
cujus integrale est tt 
dÉl[az-y (1 --aa22)] —LI[y y-- V (GBo- y y y: — 115, 
unde ad numeros ascendendo erit ' 


"oy 
vyy7-Y (B82-'y Y 49) — M az-- y (12-2a22)]« 


Posito ergo V pro hac expressioné posteriore erit 


Y—yy-yY (88v vuv. 
'et sumtis quadratis y — Y $8. Cum igitur sit . 


: Y 
V-A[az--y (1 2-22 x 2)]«, erit 


Y 
2Yyy—A[az2- y (142-2az2)]s — 
8Bfez-y(n-aazz) *, . 

ubi est ( (3 — C, exponens vero Y zy i, sicque, quoties y. 
fuerit numerus rationalis, integrale semper erit algebraicum. 


B!o 
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$. 20. His duobus casibus principalibus expeditis du- 
plicem tradam viam. aequationem propositam in inünitas alias ejus- 
dem generis transformandi, ita ut semper aequatio hujus formae ^ 
900Y(1—azz)—BxO0z0Y—CYOa-—o 
prodeat, quae cum resolutioném admittat casibus vel C — 0 vel 
B —a, iisdem casibus etiam ipsa aequatio proposKa: erit resolubilis. 
Duplices igitur hasce transformationes jam sum expositurus. 


"Transformationes prioris ordinis. . 


$ 21. Statuo y — 35, unde ob 
9y —3À3* a 30gzz 52, 

aequatio nostra induet hanc formam 

99 v(t—azz)—broóz00v—cOz'0v-—o, 
cujus singuli termini integrationem admittunt: erit enim — — 

foa 0v22vox, 

f/xà0xQdO0vIzxÓzxO0u—vQOx, 

KO v(t -axxz)zz0gv(t—axx) 

-^-2axàózróv—2avga.. 
His partibus colligendis, aequatio nostra erit 
99w(1t — axz)--(b—22)x0x9v-— (c —5b--26)v02*, 

quae cum propositae prorsus sit similis, integrabilis erit his duobus 
casibus c — 51-2 a—40 et b —— 3 a, she quoties fuerit ce—b—2a 
vel b — 3, atque integratione pro utroque casu instituta, ita ut 
v exprimatur per x, tum pro ipsa aequatione proposita erit y — 25 
unde patet, si integralia pro v inventa fuerint algebreies, fore que- 
que valorem ipsius y algebraicum. 


AD SECT. L TOM. Hl. $50 


$. 22. Quod si "ulterius simili médo statuamus .v EI 


quoniam per operaüonem praecedentemi litterae b et c transibunt in 
b—2a et c—b--2 a, nunc ista aéquatio proveniet 
20v —7222)— (b—42)zàz2wv 
—(é—25b--9a)v/ ba? — 

quae ergo integrabilis erit, si fuerit vel à — $ a n) e-2b 
, — 6 a. Atque inventis valoribus pto v/ fiet y —— 297, scili- 
cet differentialia. secuüda ipsius 'v/ dabunt y: sicque, si pro v/ 
valor algebraicus prodierit, etiam g adipiscetur valorem alge- 
braicum. 


$ 23. Quod si eshdem substitutionem denuo repetamus 
ponendo v/— n , pro litteris initialibus 5 et c jam habebimus 
b—62a et c—35b-- 12 a, et aequatio resultans erit 

00w'(1—axx)—(b—6ca)z0zQv 

—(e— 35 -- 12 a)" à a^ zx, 

quae ergo resolutionom admittet, quoties fesvit vel b —r d ek 
cLz3b— 12 a, quibus ergo casibus etiam ipea adquatio propoyiet 
resolutionem admittat. necesse est, cufh sit gzamam. 


$. 24. Quod si ergo easdem has operetiones continuo 
repetamus, perpetuo ad aequationes ejusdem formae perveniemus; 
ubi notasse sufficiet ambos valores, quos pro litteris b et c in qua- 
libet operatione obtinuerimus, quos una cum valoribu$ ipsius y im 
sequenti tabula ob oculos ponámus 


Yol. IV. . 68 
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Operado I. c—b--2a : 
Il |b — 4a| e—25 6a Eod 
HL |5—56a|e—3512a EM 
yw. |5—8a| e— 45--20« Er 
: 3i yi- 1 
i |b—2ia e —ib-ei(ic1)a[—3— 


$ 25. Hinc igitur in genere patet, aequationem pro- 
positam semper resolutionem admittere, quoties fuerit vel b — 
2ia--a, vel c — i b —i(i-- 1)a, nbi pro i omnes nume- 
ros integros positivos accipere licet, ita ut hinc duos ordines innu- 
rserabilium casuum integrabilium nanciscamur, quorum posteriores 
tantum per methodum serierum initio indicatam reperiuntur, priores 
vero huic methodo proreus sint inaccessi. 


! "Transformationes posterioris ordinis. 
$. 26. Quemadmodum hic per differentialis sumus pro- 
gressi, nunc per integralia regrediamur, ac primo quidem ponamus 
g—/*92c, et Bequatió proposita evadet 
0z(1—azz)—bzzàüz—cOÓzf/z90x—o, 
quae differentiata ad formam propositam reducitur 
90z(1 —axx) —(5b--22)z0x0z — (c--b)z0a^—0, 
quae ergo secundum casus principales integrationem 'admittet, ca- 
sibus c --b 220 et b -- 2a cca, sive ez — b et bz —a. 
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Integralibus igitur inventis erit y — /' z à z; unde patet etiamsi 
haec integralia fuerint algebraica, tamen valores ipsius y fieri trans- 
cendentes. . . 


. $ 27. Simili modo statuamus porro z — / z/0O x, et 
quia per praecedentem operationem loco b et c adepti sumus 
b—- 2G et c-- b, nune perveniemus ad hanc aequationem 

QOz/(t—azz) — (b--4a)zoz0z/—(c--2b-—2 a)z/0a?—0, 
quae ergo integrationem admittet, si fuerit vel c2 2 b -—— 2 a—— 0» 
vel b-- 4 a zc a, sive e — —25—2a et b — — 3a. Integrali- 
bus autem hinc inventis pro y habebimus y — / 0 x 2/0 x, quae 
ita ad.signum integrale simplex reducitur, ut sit 


y-—rzfz2x-fzzx. 


. $ 28. Simili modo statuamus porro z/ — / 2^0z, at- 
que nunc deducémur ad hanc aequationem 

20z"(1—azz)—(b--6a)z0x02"—(c-—35-3- 6a)2"9a^—0, 
quae igitur integrabilis erit, si fuerit "vel e 2-3 b 24- 6a— 0, 
vel b -- 6 a—ca, hoc est si c—— —35—6 a et b —5 a; at- 
que ex his integralibus flt y — /O z / 0 x f z^0 x, qui valor 
ex praecedente reduci potest, si is per O x multiplicatus denuo in- 
tegretur et loco Z/ scribatur z^, obtinetur enim 


y-—izzf/£üzrz-r[rzzx--ifrzzr. 


$. 29. "Quod si jam has operationes ulterius continuemus, 
totum negotium huc redibit, ut formulae, quae loco b et c sunt 
proditurae, rite formentur, simulque valores ipsius y assignentur, 
quemadmodum sequens tabula indicabit 


68* 
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f[2àx 





Operat. I. 











II. c4-2b--2a fOrfz x 
II. €4-3b--6a fOrfüxfz'Qdx 

IV. €--4b-c 12a. fJ9xfQàmfQOrJz"90x 

i |[b-2iale--ih- ie iG 2L £0 x £z... f 26792 x 


$. 30. Ex antecedentibus seiia manifestum est, quomodo 

integralia ista complicata ad simplicja reduci queant, unde tantum 
sequentem tabulam subjungemus 

füx/züz-xzfwix—f*xQàz 

fOxzf0zfz")x-Q((zs/2"0c»—22xJ3f/xQ0x--f/2 xxàx). 

f" Qz— zz f/2" rà» 
I) 
Fas füs pos [Ve YT foscapiie 


4 fad 42? f x2 
[92/02 /0z 0s [Tu ca- 6272 E paie — Am fA x3 Ox S 
4 fá 2x 0x 
etc. ' etc. 


$. 31. Quod si jam has operationes secundum numerum 
indefinitum i continuemus, et loco 5, c, z, scribumus B, C, Z, 
aequatio resultans. erit 

90Z(1 —azz) —BxQoxoZ -—CZ0a^zz0, 
ubi erit, uti jam indicavimus . 

B-b--2ia ét Czce-4-ib 4-2ia; 


. 
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quamobrem hsec" aequstio integrationem admittet, quoties fue 
rit vel C Z20 hoc est cz—— ib — i(i— i)a, vel Bzza. hoc 
est b.— —(2i-—1)a: quae formulae ab illis quas supra pro 
priori transformationum Grdime: invenimus, tantum in hoc discrepant, 
quod hic littera i valorem negstivum accepit;: unde adjungatur 
sequens 


Conclusio generalis. 


$. 32. Si littera i hic denotet omnes numeros integros 
sive positivos sive negativos, aequatio proposita differettio -dif« 
ferentialis 

20y(t—azaj—bz0x0y—cy20x'—o0 
semper integrationem' sive resolutionem admittet, quoties- fuerit: 

19) o ib —i(i-4- 1)a, vel 

29) 5 — (2i -4- 1)a: 
ubi asseverare licet, omnes plane casus resolubiles jin hac duplici 
forma contineri, ita ut nullus plàme casus integrationemr admittens 
exhiberi queat, qui! non im alterutra harum duarum fórmularum 
comprehendatur, dum) coutra methodus per serios. proeedens, ' cu- 
jus initio mendonem- fecimus, tbntum.casus integrabiles priores -osten- 
dit, ita ut inde infinitus numerus casuum pariter resolubilium inde 
excludatur. " 


Corollatium- 1. 
^ D 
$' 33. Tramsformetur aequatio proposita in. aequationem 
differentialem.-primi gradus. ponémdo y z—.e/"?7, ac  perveniemus 
ad hanc aequationem. 
1 buxOóx-—cox 


Qu--uudmem IT 


quae ergo etiam integrationem  admittet casibws quibus veb b —z 


zo, 
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(2i4-1)a vd ez ib —i (i -1- 4) a, denotante 4 numerum quem- 
cunque integrum sive, positivum sive negativum. 


Corollarium 2. 

'O$ 34. Quod si porro ponatur v —(1 — a xx)" v, po- 
sito brevitatis gratia » — —ie pervenietur ad hanc aequationem 
ad genus Riccatianum. referendam 

^ — Xd — 2n — 202 

(4—azzyfàv--(1—azaf'vvàr II, 


quae per (1 — a x x)" divisa abit in hanc 


cox 
Qvo cazz)vvüs—L——— Xe 


quae ergo iisdem casibus . integrationem admittet. 


Corollarium 3. 
$ 36. Quod si sumamus 4 — 0, orietur ista aequatio 
Qu--uugxccbumxOx-L-cóx, 
quae ergo integrabilis erit, si fuerit vel 5——0 vel c——i b, quorum 
quidem prior casus per se est manifestus, quia tum erit Q zz — 2r. 
Haec forma autem commodius exprimi poterit; ponendo 
u-zcjbz--v,undeQv--vvQz-(c — 1b)0 x « 10b zOz, 
sive ponendo b — 2 f, ut fiat 
Qv--vvQüzL(c—f)80zm--ffzx0x, 
eritque haec aequatio integrabilis, quoties fuerit c — 2 i f, ita ut 
sequens aequatio semper integrationem admittat 
Qv-d-vvoz-—(2i—i1)füx-r-ffrmr0zm, 
quicunque numerus integer sive positivus sive negativus pro i 
accipiatur; hoc est, si in penultimo termino /' multiplicetur per 
numerum imparem quemcunque sive positivum sive negativum, qui 
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casus eo erunt abstrusiores, quo major accipiatur numerus i; at- 
que adeo vix alia vie patere vjdetur integralia eruendi, nisi ut ad 
aequationem differentialem secundi gradus propositam regrediamur 
atque easdem operationes instituamus quas supra docuimus. Interim 
tamen observavi, omnes istos casus etiam immediate ex ipsa aequa- 
tione per fractiones continuas derivari posse. Si enim proposita . 
fuerit haec aequatio . 

Qv4-vvOx-——gOr--/fzzQz, . 
valor ipsius: duplici modo per fractionem continuam exprimi potest. 
Est enim priori modo - 

vzfx--g—f 

2fzr--g—8f 
- 2fx--g—5f 
2 fx -- etc. 

Altero vero modo est 

vzz—fx—(g-—Jf). 

2fz--g-3-3f 
fz--g-5f 
2fz--g--T1f 

" 2 f'zz -4- etc. 
quarum prior abrumpitur, queties fuerit g-—(Q iJ- 1) J^, posterior 
vero, quoties fuerit g — -e i-]- f) qui sunt ipsi casus, inte- 
grabile& ante inventi. . 
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^8.) De formulis integralibus implieatis, earumque evolutione et trans- 


formatione. M. S. deademiae exhib. die 20 prilis 4778. 


$. 36.  Telium formulsrum implicatarum fonmg genmerelis 
ita exhiberi potest 
. fKpoóxfqOóxfroóx/fsOÓx etc 
ubi quodvis Signum integrale omnia sequentia in se oomplectitur. 
Jta ad walqvem hujus expnessienis inweniendum s fme est incipien- 


- dum, positoque integrali / 50 z —S erit 


früxmfsoüxz—fSróz, 
cujus valor'si ponatur — R, erit 
fKqü0mf/róxf/sOx—fRqÓóx, 
quod integrale si ponatur — OQ, valor ipsius formulae propo- 
sitae erit — / Q pO x, ubi per se intelligitur, in qualibet inte- 
gratione more solito constantem arbitrariam .in ealculne  intro- 
duci posse. 


$. 37. Hic scilicet probe tenendum est, istam expressio- 
nem /p O x fq x non significare productum ex formula / pO z 
in formulen / gOz, sed integrale quod oritur, si tota formula 
diferengalis p Q x f g'O x integretur: at vero sh velimus pro- 
ductum telium duarum formularum integralium designare, id inter- 
positione puncti fleri solet hoc modo / pO x./ qx, ubi scilicet 
punetum declarat praecedentia signa integralia non ultra hunc ter- 
minum extendi debere, ita haec forma 


Kpüóxmf/qOüx.frómfsox 
exprimit productum, quod oritur si formula /pàc f qOx multi- 
plicetur per /rOx/ sx. 
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$. 38. Hic igitur signandi nos prorsus contrarius usu 
est receptus, atque in formulis diflerentialibus observari solet, ubi 
talis expressio Q x Ó y Ó z denotat productum trium differentialium 
Oz, y et Oz, ita ut singula signa differentiationis tantum litteras 
immediate sequentes afficiant: at si velimus verbi gratia differentiale 
hujus expressionis z O y Ó z exprimere, hoc interpositione puncti 
feri solet Q.x0gOz, ubi punctum significat, praefixum Q com- 
plecti totam expressionem sequentem. 


$. 39. Tales autem formulae integrales implicatae potis- 
Simum nascuntur ex conünua integratione aequationum integralium 
linearium, quarum forma in genere est 

pz4-94- MPÓee.u "m etc. — X, 
ubi litterae p, g, 7r, s, etc, sunt functiones datae variabilis x, 
cujus etiam functio quaecunque sit littera X, altera vero varia- 
bilis z ubique unam tantum tenet dimensionem, prouti haec forma 
generalis.hic exhibetur, ad ordinem tertium differentialium refertur, 
ideoque ternas integrationes postulat, .totidemque constantes arbi- 
trarias involvere est censenda, hic scilicet ad methodum integraudi 


maxime naturalem respicio, quae per ternas integrationés succes- 
sivas integrale desideratum producat. 





* f$. 40. Tali scilicet aequatione proposita ante omnia 
nosse oportet multiplicatorem, quo ea reddatur integrabilis, quem 
ergo. supponamus esse — OQ P, atque integratione peracta prodeat 
ista aequatio 


"a r990z 
E x3-1524- 5 t—/XOP, 
quae aequatio jam est ordinis secundi; quodsi jam ponamus hu- 


jus multiplicatorem idoneum esse — O0 P/, facta integratione oriatur 
haec aequatio primi ordinis, quae sit ! 


pz g0FP/XOP, 
Vol. IV. i 69. 
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pro qua si O P fuerit multiplicator idoneus, completum integrale 
induet hanc formam 
p"az-—f90P' /oP fXxoP. 


Sicque quantitas z exprimetur per formulam integralem implicatam. 


$. 41. Tali autem forma pro integrali inventa praeci- 
puum negotium huc redit, ut ea ita evolvatur, ut formula con- 
ünens functionem indefintam X, quae hic terna signa integralia 
habet praefixa, plus unico ante se non habeat, quamobrem quem- 
admodum talis reductio commodissime institui queat, hic ostendere 
constitui, siquidem nisi certa artificia adhibeantur, hujusmodi operatio 
calculos maxime molestos postularet, : 


$. 42. In genere autem hujusmodi formulas. implicatas, ita 
repraesentemus 


KÁapf/àqfOr/f/Os/0Ot etc. 
pro eujus evolutione a casu duorum signorum integralium inchoemus, 
et quia erit Op /üg —/' qOp, reductio vulgaris dat pqg— /pàq. 
Jam loco p et g iterum scribamus 423p et /Oq, atque evolutio 
ita se habebit 


fÁopfOüqcf0üp.f/0q—/2q4/09p, 


ubi in genere hanc aequalitatem nmotasse juvabit ' 


Áàüpf/àq—/f0p.f/Oq--/üq/Qüp—o. 


$. 43. Consideremus nunc formulam tria signa integralia 
involventem — / O0 p/Oq/Or, et quia ut modo vidimus est 
fJOógqfàr-cqr— f/qQq0 r, nostra formula in has partes dis- 
cerptur /qrOp— f Op f/qOr, quae posterior pars reducitur 
ad hanc formam p /q Or — /pqOr, sicque formula nostra erit 
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Kqràp—p/qOr--/pq4Q r. Quoniam nunc requiritur, ut 
elementum O F in singulis partibus unicum tantum signum integrale 
habeat praefixum; ponamus g Óp — Ov ut sit 


v-fqgqóp-/f2op/23q, eritque. 
Kqrüp—früvzrv—/fvàor, 
hincque colligitur 
(2 K£pgqür— f vàr— für(pq—v)-— f ür/pOq. 
' Jam loco littérarum finitarum differentialia rursus inoducentur, at- 
que valor quaesitus formulae / 0p /0q / Or, sequenti modo ex- 
primetur . ! 
J9pf/0q.f/ür—fOp.f/ür/Qq--/Orf/Oq/Qp, 


ubi in singulis membris elemento O r unicum signum integrale est 
praefixum, . ^ 


$. 44. Inter terna igitur elementa Op, Oq et Qr se- 
quentem relationem notari operae erit pretium 


JOp/0qJür— /üp/2q./0ür-- /üp. /ür/0q— /ür/0qf0üp-o, 
quodsi autem sirlem reductionem pro casibus plurium signorum 
integralium exsequi vellemus, in calculos molestissimos ac taediosis- 
simos delaberemur; interim tamen totum hoc negotium per se- 
quentia theoremata facilime et planissime expedietur, et quoniam 
singula membra ope puncti in duos factores resolvi convenit, ubi 
talis factor deest, ejus locum upitate supplebimus. 


Theorema t. 


$ 45. Pro unico elemento Q p haec relatio habetdr 
f Op.1 —1./f0p-—c0, maxime obvia. 
. 69* 
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Theorema 2. 
$ 46. Inter bina elementa Op et Oq semper locum 
habebit haec relatio 


f0pf/0q.A—/fOp./Oq--1./0q/0p—o. 


Demonstratio. 


Ad hoe demonstrandum  suffciet ostendisse, differentiale 
hujus aequationis esse — 0, quoniam vero singula membra  bi- 
"mis constant factoribus, seorsim considerentur diffcrentialia ex fac- 
toribus prioribus et posterioribus oriunda, hic igitur ex factoribus 
prioribus oritur differentiale ,Q p (/0g .1 —1.//0 q) — 0 per 
theorema 1. At ex factoribus posterioribus oritur differentiale 


—0q(/0p.1—1./0p)—o. 


Theorema 3. 


$ 47. Iter terna elementa Q p, Qq et Ór semper haec 
relatio locum habet 


J0p/94/0r.1—/0p/0q4. f/ür--f/üp./ür/0q—1./Oür/Qq/üpc-o. 


Demonstratio. " 


Hic iterum seorsim perpendantur differentialia tam ex prio* 
ribus quam ex posterioribus factoribus oriunda; ex prioribus au- 
tem oritur 

Op(fOg/fOrf.1 —f90q.f/Or--1./àür/ 24), 
'cujus valor manifesto ad nihilum redigitur per theorema 2. si sci- 


licet litterae p et q uno gradu promoveantur; tum vero differentiale - 
ex factoribus posterioribus ortum est 


—àr(/üpf/O0q.1—/0p.f/0q--1./0q / Op), 


; EM : . 
cujus valor pariter per theorema praecedens evanescit, quoniam 
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igitur ambo differentialia sunt —— 0, etiam ipsa forma nihilo vel 
etiam constanti aequalis esse debet, evidens autem est constantem 
sponte involvi in siguis integralibus. 


Theorema 4. 


$. 48. Inter quaterna elementa Q p, Oq, Ór et Os sem- 
per ista relatio locum habet 
Kàp/94/Oür/0s.A—f0pf/ 0g / ür.f Os 
—-fOüpf0q.fO0sfür—fOp.f/Osfürfüqp — 0. . 
--ri.f0sf/ürf/0q/Oüp 


Demonstrati'o. 
Differentiatio factorum priorum suppeditat sequentem. ex- 
' pressionem 


Op(/0g/Or 0s. 1—/0q/0r. f/0s--/0q./ür/0s—1/20q/Or /0s), 
quae ob theorema praecedens ad nihilum reducitur. Simili modo 
differentiatio factorum posteriorum praebet hane expressionem 


—Os(/0p/0q for. 1— /0p/0q. f'ür-- f/ op. für /0q—4 ./ür/O qp). 


quae ob theorema 3. iterum est — 0. 


Theorema $5. 
$. 49. Inter quina elementa 9p, 0q, Ór, Os et Qt 
semper haec relatio locum habet 
Jp /0q für f0s [01.1 — 0p /0q 8r /0s./0t 
--f/üp/2g/0r. /üt/0s— f/Op/29./0t f 0s /ür» — b. 
eJ Op. /Otf/0sfür/0q4——1. /0tf0sfQr/OqfOp 


. 
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Demonstratio. 

Hujus theorematis demonstratio prorsus eodem modo se 
habet ac theorematum praecedentium; sicque clarissime jam est 
evictum tales relationes perpetuo veritati esse consentaneas, quot- 
cunque etiam elementis fuerint composita. 


$. 50. Quo vis horum theorematum clarius perspicia- 
tur, operae pretium erit, ea per exempla determinata illustrasse ; 
ponamus igitur esse 

"Qpca*-iüzx,0q-ca8-!0m,0r-zaY-iOm,. 

üscca*-iüz,0t-cattiüx, — 
atque ex theoremate primo statim aequatio identica nascitur 
E —2 0. Verum theorema secundum nobis praebet hanc 
& 
aequationem 
gi-B atr xt 
8G—8 «B o «(eE UU 


unde per x*--? dividendo prodit haec aequalitas 
1 — -r 1 —o 
Be-EB^ s8 7 «ar? 


cujus veritas sati& facile in oculos incurrit., 


$. 51. Hae porro positiones in theoremate tertio intro- 
ductae producent hanc aequationem 





azt-8--Y gzi-- 8--Y 
Y(--8-—Y)B- vy) Bv(--B8) 
. a24-8-2- Y ait- B4-Y 


MATES 
«8(B--y) «(a--8)(a2-B-- y) 
unde per ain m prodit haec egregia aequalitas 


1 
SOYUGTPUS Fuera Sq3 icrBerReD T 9: 
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$. 52. Hae positiones iterum i theoremate quarto sub- 
stitutae dant hanc aequationem, 
x 3-B-2-Y2-8 : az--8-v-4-8 


Gen v Bre») vXy Bore) 
gz-84-Y-4-5 

"R-Gn-s TIED EUREN 

BONG eUGTEDYCA 


quae per mM divisa producit hanc aequationem . 


1 
RECOUTTTECTTTRTS UCÓSy Om B o o B 3-9) 
1 


"'yREeSoT2— ap (Bar Y) (-21- y 2-5) - 


Bam CTPOS (a 27 B 27 Y 47 9) 


$. 53. Denique eaedem positiones in theoremate quinto 
substitutae producunt hanc aequationem 
atc D - Y 4-8 4- 


£(e- 3) (e--9- y) (c9 v8 Gci-y-B8- 3) 
ga-- BE Y-5-2-t 


UH96-y)G-v-Bvy-B-a) 
gt- B 2 y d- 8€ 


UWG-SS-8 9079 —e 
xt- Ba- Y 2-8 2- € ? 


UBY( 2-339) 


gtd- Bey 784-6 


VIBQYG-Y335xy-3-9 


2 gü- Bae y 4-82 


7 (a B) B Y B--y --9) (a--B-y * 9-2) 
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quae per x78 Y--5--* divisa dat hanc aequationem maxime no- 
tatu dignam ! 


—RCUUGUTTSSTTTíTS 

UBGY«GTIERSCES m 
—SUTSUESITEES 

TURUCUWGTDEBU EUER) 


777a (aor B) (2-8 27 Y) CUEEY 7r 3) («a7 824- Y 3-8 3-9) 


$. 64. ' Haec thaorematis eo magis sunt memorabilia, 
quod eorum veritas non nisi per plures ambages in numeris ex- 
plorari potest, ideoque multo majorem attentionem merentur, quam ' 
aliud simile theorema, ad quod nuper sum perductus, quippe 
cujus demonstratio haud difficulter exhiberi potest, quod ita se habet. 


'Theorema numericum. 


Sumtis pro lubitu quoteunque numeris veluti quatuor e Boys, 
ei hine totidem alii sequenti modo formentur 

a-—a, b—a-r f. 

e-ca-r- B4 y et à—a 4-8 4- y 4- 8, 
similique modo. etiam isti 

D-),cczcó-ce« 

B—$--y--8 et A— 89-7 y -- 82a, 
tam semper erit 


1 1 4 1 £l 
vied — 3508 l- 35 6B — 3 RCD - KR CD — O- 
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Demonstratio. 
$. 55.  Binae fractiones priores inventae, ob D — d— — c, 


: 1 E i it - 
dant fractionem — 7,75; quae cum tertia conjuncta producit z ic nt 


eni quarta fractio juncta dat —ayep quae [ob d — A] a ter- 
mino ultimo penitus destruitur. 





$. 56. Ope superiorum theorematum omnes formulae 
integrales implicatae, ad quas integratio aequationum linearum per- 
ducere solet, facile resolvi poterunt.  Pervenitur autem plerumque 
ad tales formas: 


Z—J/0q4/XO0p,Z—fOrf8q/XOp, 

Z-/f0sfürf0qfX0p, L—Jf0tf/Os/Orf/Oq/XOp etc. 
übi litterae p, g, r, s, t, etc. sunt functiones datae ipsius X, 
at vero X functio quaecunque ipsius x; atque hic tota resolu- 
tio ita institui debet, ut in singulis membris functio haec indefinita 
X unicum tantum-signum integrale habeat praefixum: hoc igitur, 
ope superiorum theorematum, facile praestari poterit, si modo ibi 
loco elementi Qp scribamus X Op, quo observato singulae reduc- 
tiones sequenti modo se habebunt. UC . 


. l1. Resolutio 
formulae integralis 
J94/X90p. 
$ 57. Si loco O p scribamus X Op theorema secundum 


$. 46. nobis suppeditat hanc aequationem: : 
FX0p/0q—/X0p./09--/0q/X0p-—9, 
eujus postremum membrum est ipsa nostra forma Yeducenda Z, 
consequenter resolutio statim dat 
L—f0q./X0p—/X2p/f0q4. 
Vol. IV. . 10 
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ideoque ob /'àg —q habebiniué 
Z-—qf/X0p-f/Xq409p. 


Corollarium, 
$. 68. Si fuerit q — p, erit 
Z-—pfX9p-—fXp0p. 
IL. Resolutio - 
formulae implitatae 
" 69. Pro hoc casu sumamus theorema 3. $. 47. un- 
de, $i/Joco Óp scribatur, X 9p, deducimus hanc aeqüationem 


^ fxapfae[ór—[Xàp[0q Jàr--Xap.far[24— far [aqfX 9 po, 
cujus postremum membrum est ipsa forma reducenda Z, hincque 
- adeoque colligitur — ^ ) 


Z-—jf20rf/0q.f/X 3p— 0r. X9p/2q-- /Xüp /2q fr, 


quae ergo reducta dat 


Z—/q490r.f/X0p—rfXq409p-- 0p r0. 


/ . Corollarium. 


$. 60. 8i ergo hic fuerit g — r —p, prodibit ista re- 
solutio : : 


Z-—J/0p/Op/XOp—ipp/Xàp —p /Xp0p& VXppQp. 
IIL Resolutio 
. hujus formulae implieatae 
z—fü0sforf/Ooq/XOp. 


$. 61. Pro hoc casu sumamus theorem 4. $. 48. unde 
si loco Qp scribatur X Op deducimus hanc aequationem 
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JX0pf0q/0r/0s— /Xàp/àq/0r. /0s--/X9pf/Oq.füs/OrQ 
—fX0p. /0s/ür/0q-- /0sf/ürf/0q/XQp 0, 


cujus postremum membrum est ipsa nostra formula reducenda Z 
. hincque adeo colligimus 


ce Min 
7 für f/XOpf/0q4/0r—f/X0p/0q/r 25, 
quae ergo reducta praebet | 
a ye D a 
—/X0p/0q/ sàr. 


Corollarium. 
&. 62. Si ponatur s Z2 r —— q — p, tum prodibit ista 


[ 


resolutio . 
22 dd XOp—ipp / XpOp-l-ip /XppOp 
—i)/Xp*op. 
. IV. Resolutio, 
hujus formulae implicatae. 
Z-—/2StfüsfOürfàÓq/fXOp. 
$. 63. Pro hoc casu sumamus theorema 5. $. 49. unde 
si loco Op ecribatur X Op, prodibit jeta aequatio 
FJX0p/üqfürf/Osf/0t—/fXOp/OqfOrf/0s.fQ€ 
—/X0p/Oq/ür.f/0t/ 0s— /X0Op/0g./0t/0sfür» —0, 
cf X0p.f/0t/0s 'ürüq—/0t/Osf/Or/0q./XOp 


cujus postremum membrum :est psa .nostra forma reducenda Z, 
unde ergo prodit 
' ] T70* 
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certe ui FX0p—f0tf/0sf/Or.f/XOp/0q 


0t às. Xüp/0q/ 0r— ft. PX3p [0o fr £s 

—-/X0p f 09 f àr 0s / 0t, 

quae ergo reducta'praebet 
Fütfüsfqür.F£XOp—/fOtfràs.f/XqOp 

[Lt Ier Xe Ra n9 
-f/XOpf/Oq/fOr/ftOs 


Corollarium. 


$. 64. Si hic sumatur ( — s — r— q — p, tum prodibit 
ista resolutio 


m p X2p—p A Xp2po-i pp/ÁXppop 
— p / Xp 2p--& / ph àp. 


$ 65. Quo indoles harum resolutionum clarius perspicia- 
tur, quoniam litterae p, q, r, $5; t, functiones datas ipsius x de- 
notant, ideoque omnes ,expressiones ex iis formatae pariter ut cog- 
nitae spectari possunt, $tatuamus brevitatis gratia 
üp/0qcc0p; 0pf/Oqf/QOr—QOp^, QOpf/OqfOrf/Os-—cop 
Op/Ogq/Or/Qs/Qt—Op/^ etc, 
hocque modo postrema resolutio ita referetur 
Z-—J/f0tfüsfürf/Oq./XO0p—/0tf/OsfOr.f/XOp 
JEÁ0tf/ 0s. XOp" —f/ 0t. X0p"-- f X 0p". 
Quod si hic porro statuamus 
f0tfüs —f/50t—t5 f/Otfüsfür—^, ftfOsfOrf/0q—t"^; 
tota resolutio hoc modo conncinne repraesentabitur 
LU fX0p-—t"fXO0p'- t/X0p' —tf/X0p" 
ET K£ Xo p", 





D 
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quam repraesentationem etiam ad praecedentes resolutiones accom- 
modasse juvabit. 


$. 66. Cum igitur integratio formulae implicatae 
ZzZ-—fatfósfor/Oq/XOp 

reducatur ad integrationem sequentium formularum integralium siin- 
plicium: / x0 p; f z0p'; f/2 0p/5 fm 0p/^ fap"; quacstio 
hinc-oritur non parum curiosa: quemadmodum ex his formulis sim- 
plicibus vicissim quantitates q, r, s et £ concludi queant? quod 
sequenti modo pelle praestabitur. Cum sit Qp Op/0Qwq, erit 
fà0q-2zq4 z 35 - Ponatur nunc porro $5- ap" 7-4 E —v^ "T Lv 
etc. quibus valoribus 'intróductis habebimus 


q-—f20q4/0ri q"—fàgfàürfOs 
q"-—f0gfürf2s/28t; etc. 


Quoniam igitur hi valores q, q^, g^, g/", q"" sunt dati, ex prima 
statim colligimus far -—r. "nd autem porro E Ln 
$8 —r5 €tc. eruntque etiam hi valores, r, 7^, r^, etc. dati, qui- 
bus substitutis habebitur ' — /Or/f0s; r"— f orf s/f0t; 
" . 
€x quarum prima sequitur / Ó s — s — m. Quare si porro fiat 
s— T^ erit quoque $/— / 2 s/ t, bincque f[2ot-ct- ar. 
Ex bis clare intelligitur, quomodo hae formulae inveniri queant pro 
casibus adhuc magis complicatis. 


$67. Superest, ut eiiam de traneformatione talium for- - 


mularum integralium implicatarum pauca adjicamus, quod totum 
negotium sequentt problemate includi potest. 


$95 SUPPLEMENTUM IX. 
Probiema. 
y. 68. Proposita formula implicata terna signa summatoria. 
involvente f Op f Oq /Or, investigare aliam similem formulam 
|: f/9P/3Q/OR, 


ilii aequalem. 


Solutio. 


Per theorem 2. supra allatum formula proposi ita est 
resoluta . 
fO0gfür-—f0q.für—/fàürfüq—qfàr—/q0r. 
Simili modo pro formula qtaesita erit 
J0Q/OR-—Q/OR—/QOR, 
requiritur igitur ut sit 
qü0pfàür—üpf/qàr—QOo P /)R—2P/Q2R, 
quae aequalitas adimpleretur, sumendo P Zz p, Q-——q et R—r; 
verum permutandis membris statuamus - ! 

QQP/O0R- —O0p/q0r «et 0P/QOR-— —q40p/Or, 
atque ei priore sequatione deducimus Q 0 P — — p, ideoque 
oP— Ea , tum vero Q R—q 0 r; ex altra. vero aequatione 
habemss QP— —gq 0p e QO R — Or. Cum igitur esset 
oPLI-— 2 erit Q — £ hincque porro 9 R— q à r, unde ob Q—1, 
erit 0 Q — ze ' Consequenter formula integrelis quaesita pro- 
posita /Op fq f Or sequalis erit 

£40p/ dif ar, 
unde patet perpetuo loco formulae /O p. / Oq f Qr, scribi posse 
itam: / q0p / 23 / qr. - 
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, . Corollarium 1. ' 
. $. 69. Quando igitur plura signa integralia sibi invi- 
cem fuerint involuta, veluti ài habeamus /Op/Oog/Or/0Os 
ista transformatio in quibusvis ternis signis se mutuo sequentibus 
institui poterit, unde in hac formula. proposita duplex transformiatio 
sdhiberi poterit; prior scilicet in ternis signis prioribus praebebit 
fAa0p/1 f qDr/Qs, 
st vero in ternis posterioribus haec transformatio adhibita dabit 
fapfrüq/E/ràs, 


Corollarium 2. 


. $. 70. Hinc porro ope ejusdem transformationis aliae 
insuper fieri possunt, veluti ex postrema forma 


Jàpfràg/$; /r0s, 


^ut in ternis prioribus signis res expediri queat, loco r O q scri- 
bamus Qv, ut habeamus 


fKàp/Ov/2T yrs, 
. quae transformatur in hanc 
fvàp/3 / S3. frs, 
quae omhee' formulae ipsi propositse sunt prorsuS aequales. 


Oo. T4. Ut rem. exemplo illustremus, sumamus esse p—x^; 
q a; ra, ita ut formula proposita sit 
a B ari- bes 


Cy -- 8)(v--8--2) 
Jam pro .transformatione erit primo Á 


un o d 


. ay /2*710z f/a8—10z f aY710x — 
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' ^Y 
JÁq.0r zt. ideoque ob MILEN. erit 





[utr 


quod ductum in g Q p et integratum producit 
a a 8-- Y 
(8--)G-—8—Y) 
Patet igitur hanc transformationem latissime patere, atque ad omnes 


formulas implicatas accommodari posse eo pluribus diversis modis, 
quo plura signa integralia invicem, involvantur. 


$. 72. Haud abs re fore judico resolutiones supra tra- 
ditas ad summationem serierum potestatum reciprocarum applicare, 


quod fiet si loco X sumamus fractionem i» tum vero pro sin- 


gulis elementis Q p, Q q, Or, O s, scribamus as, unde corollaria 
subnexa in usum vocari poterunt, ubi scilicet erit p — /z. 


$ 73. Cum sit per seriem infinitam 
X-Z2z--zz--2x3-—a*a-x5- x5 x! 2 x 2. etc. 
erit ! . 
fXàp— f 5 asz a zu aas qat 54 4z6 2 ete. 

quam seriem constat exprimere logarithmum fractionis 


doquidem est 
X2ow 


x — 


1 
q—. Qquan- 





$. 74. Mulüiplicetur haec series porro per as et inte- 
gretur, prodibitque 
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[5 Dilcr-irrg xr edirt-EiÓg ete. 
at vero hujus formulae integralis resolutio supra $. 57. data 
praebet » 
QxpXOox z Oxix . 
fees 2s - ponts , 
quae quidem integralia ita accipi 'supponuntur, ut posito z — 0 
' evanescant; hic autem imprimis notetur, casu quo sumitur z— 1, 
ob / 1 — 0, hujus seriei 


12ic-jbdpdce e 





oxlx y " H " . 
summam fore — /$——z, cujus valorem olim primus inveni esse 
—* ' 

—68 - S 
$. 75.  Ducamus superiorem seriem denuo in E et in- 


tegrando obtinebimus: 
Qx[oxpox 1 1 1 1 
f 35 [as zx TTE Eck Qe X e 7 a 4e etc. 


1—z 
Formula ,autem peri implicata per $ 59. ita resolvitur 


(lx) fs. s—lx[3255.1 fex, 


1—x 1x 


Casu igitur quo z — 1, summa seriei reciprocae cuborum 


1,0144544 
1 bsc gigi e ete. 
J 
erit — 1 or . 
$ 76. Simili modo superiorem seriem per 3x multiplice- 
mus et integremus, tum prodibit. . 
9x (9x [3x 
[Ef Ef 38 a domm a.a eqs xt ae ete. 
At vero haec formüla implicata per $. 6 Lí reducitur ad hanc formam 


EUxy 25, (xy PE e pra eter 
9x (12)* 
m rr 


Yo 1Y. 0 0— ; 11 
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Pro casu. ergo quo rz — 1 hujus seriei reciprocae biquadratorum 


1 .: : : 
summa erit —— j 9zQays cujus valorem olim ostendi esse i: 


$ 77. Multiplicatione denuo per 2s instituta et integra- 
' tione peracta habebimus: 


TEEIEE MESES QTE-LfTXegr uat 


1 
TEX) oue ete. 


quac formula implicata per $. 63. reducitur' ad hanc formam 


(x ER AST e xy [1027 


1-x 


1—x 
» 


Hine ergo casu x — 1 hujus seriei reciprocae potestatum quinta- 


rum' summa erit g / 32039". 








& 78. Colligamus omnes istas series pro casu x — 1, 
earumque summae sequenti modo per formulam integralem simplicem 
exprimentur: 


rrbtbtbe beds [X 


1 TE veptieede c 





" 
Zl - — à z(1x)? 
tH ilu 
Qx(ux) mc 
i — 
15 hg ig i --ete —— — i—s$ 
1-3 $t; sg i pete — Lf?:02* 





1 — —m 
Deieikibiesn mo -z 
$—£8tità -— 3s(2* 
lg ice gs US bf s 
ax(ix) o m* 
4 Ix) o m. 
1a tá x T jii ete c — 3030) i1—z ^ 9430? 


etc. etc. 
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€. 79. In genere igitur hujus seriei 
, 1 1 1 1 
1 Tat yctuet geb gt te 


in infinitum qontinuatae summa ita exprimetur 


Oz (1 g)y—i 
eiu 1—z ' 


ubi signum superius -j- valet, quando exponens » est impar, in- 
ferius vero, quando est par. stas summationes, jam pridem qui- 
dem repertas, ideo hic afferre visum est, quod non ita pridem Ce- 
leberr. Lorgna easdem has summationes per formulas continuo ma- 
gis implieatas expressas exhibuit, cum sine dubio istae formulae in- 
tegrales simplices longe praeferendae videantur. 
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SUPPLEMENTUM X 
- AD SECT. II. TOM. II. 
DE 
RESOLUTIONE AEQUATIONUM DIFFERENTIALIUM TERTII 
ALIORUMQUE GRADUUM, QUAE DUAS$ TANTUM 
YARIABILES INVOLVUNT. 


4 N 





1.) De aequetionibus differentialibus eujoecunque gradus, quae | 
denuo differentiatae integrari possunt. M. S. A4fcademiae 
exhib. die .8 Octobris 1781. 


(od. Sint z et y binae variabiles, inter quas earum- 
que. differentialia cujuscunque gradus aequationes propositae subsi- 
stant. Ad formam differentialium tollendam ponatur more solito 

O0g—pOóz,0p-z40zs,0q-—cróz,0r-csOz, etc. 
ia ut, sumto elemento oz constante, sit 


-— 33y 2: 2* 
p-iq—$r-j. d £m$Ó ete. 


: Sint porro P et 5p functiones quaecunque ipsius pi Q et £) func- 
tiones quaecunque ipsius q; R et 3X ipsius r; S et e ipsius s 
etc. quae functiones non solum esse possunt rationales, eed ctiam 
irrationales atque adeo transcendentes. 
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E 9. His posiis duo aequationum gener& per differen- 

' tiationem integrare docebo, quarum primum istas continet aequationes 

y—pz-PBp—qr—Q,q —rzLlR,r—sz—$, etc. 

quarum prima involvere potest functiones quascunque ipsius Q g., 

tam rationales. quam irretionales, quin 'édam functiones transcen- 

dentes; secunda: tales functiones ipsius OQ Q gy involvere potest; ter- 

tia ipsius 0$ y; quarta ipsius 05 y; et ita porro, cujusmodi aequa- 
tionum integratio certe nemini adhuc ih mentem venire potuit. 


$. 3. Alterum genus aequationum, quarum integrationem 
per differentiationem expedire docebo, sequentes complectitur ae- 
quationes . t 


y--9az—P, po-Qa--Q, q--9tz—R, r4- x —8, eto. 


quae duas functiones quascunque involvunt. Evidens autem est has 
aequationes praecedentes in se comprehendere, quando scilicet est 


jp——p,£1——94,892-—r, G6—-—s, etc. 
Ceterum patet, has aequationes adeo complicatas esse posse, ut 
nemo certe earum integrationem suscipere voluerit. 


De aequationibus prioris generis. 
Problema t1. 


$. 4. Proporita aequatione. differentiali primi gradus 
y —p x —P; eus integrale completum . invenire. 


Solutio. 


' Cum sit à y —pO x, si aequatio proposita differentie- 
tur, prodibit haec — z à p — à P, unde, posito à P —P'O p, 


— " 
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colligitur £z — — P/ Quod si jam p tanquam novam variabilem 
spectemus, per eam tam zc quam y exprimere poterimus. Cum 
enim sit y — p x -l- P, erit y — P — p P^, unde, eliminando p, 
quoties quidem calcülus id permittet, conflari poterit aequatio inter 
z et y, quae autem tantum ut integrale particulare spectari de- 
bet, quia nullam involvit constantem arbitrariam. ^t vero, quo- 
niam aequationem per differentiationem 'erutam — zx à p—rem 
Op per Q q dividere licuit, iste factor nmihilo .aequatus integrale 
completum suppeditare est censendus.  Posito enim Qp-—o0, erit 
p — const, C2 a, ideoque y — / pO x —az-|-($. 'Haec quidem 
aequatio duas constantes arbitrarias involvere videtur; at vero altera 
per ipsam aequationem propositam determinatur, cum facta substitu- 
. tione fiat ! 


ax--B—ax-P; ideoque ( — P —f:a. 


Problema 2. 


$. 5. Proposita aequatione. differentiali secundi. gradus 
p — 4x —Q, ejus integrale completum. assignare. 


Solutio. 

Si haec aequatio differentietur et' loco O p scribatur q O3 
prodibit ista — z 9'q — 0 Q, sive, posito 0 Q —Q'9Q q, erit 
—z0q--Q'Óq. Hinc factor comniunis Q q nihilo aequatüs prae- 
bet g — const. — 2 2, unde fit 

p-—fqgqom 

g—/fpoóm-azrz-Qr--vy, 





2az--(Q, hincque 


quarum trium constantium c, (3j. '*y, una per aequationem pro- 
. positam determinatur. ^ Facta autem divisione per OQ q  habebi- 


^ AD SECT. IL. TOM. II. 567 


mus z — — Q/, unde colligitur 
p-—Q-4z:-Q—4Q, 

hincque ob à z — —.0 Q/ — Q^ 0 q, erit 
y—/poxtc/Q'oq(Q'q—0)-b. 


- Exemplum. 


.$ 6. Sit Q—a 4", erit 
Q'—maq^-—4 atque 
- Q^ — m (n — 1)aq"—?. 
Hoc ergo casu erit 
z—-—Q'-—-—maq"—ie 
y —m(m —1Y aa 4 —-*0q9-cb, size 


m(m—1) 


g-—— a a q3»—1 4. b. T 


Est vero q"—1 — — z ita ut valor ipsius y facile per x ex- 
primi poterit, quo facto habebitur integrale completum hujus ae- 
quationis differentio - differentialis 


Oy  »00y  a002y" 


Oz ^ Qa — Qa" 


: Problema 


$. 7. Proposita aequatione" differentiali tertii gradus 
q —rz —R, ejus integrale completum investigare. 


Solutio. 
Haec aequatio differentiata, ob à q——r Q x, dat 
— zàr-OóR-cR' Or, cuj aequationis factor O r nihilo ae- 
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quatus hanc suppeditabit aequationem 
y —a x? 4- a? -i- y x -- 9, 
ubi quatuor constanüum a, (j, *y, 9, una ex ipsa aequatione pro- 
posita determinata. habebitur. Cum enim hinc sit 
p—3azx--208z--y,q-z26ax--20,r—6a, 
erit substituendo 2 (3 — R, ita ut tres tantum constantes arbi- 
trariae in calculo relinquantur, uti natura hujusmodi aequationum 
postulat. Facta autem divisione per Ó r satisfaciet aequatio x — —R', 
wüde colligitur g — R — r R^. Hinc, ab 
Qx-—Q0R--—R"9r, 
reperietur " 
p—fq40x-J/R'/àr(rR/ —R), 
ac denique y — p Ó x, ubi ob duplicem integrationem "duae con- 
stantes arbitrariae inferuntur. 


Exemplum. 
$. 9. Sit R—ar", erit ' 
., Rízmarh—iet R"—m(m— 1)arn-3, 
unde colligitur 
p EID aapm—i., 


üx-——QR ——R/gr-—-—m(m-— 1)arn-22 ny 


nanciscimur . 
" 
y—/pOóxlÍl——v— (un a3 y3m—2 —no-9 ab pice, 


atque ob 


unde ob r"^—1— — E facile obtinetur aequatio finita inter x et 

y, haecque erit integrale completum hujus aequatonis differentialis 

terüi gradus . 
22y "ay av 


Qa* Qz*  . Qx^ 
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Problema 4. . 
$. 9. Proposita aequatione  differentiali quarti gradus 
r— $x —8, ejus integrale completum indagare. 


Solutio. 

Ob àr—sÓ x fiet, aequationem propositam differentiando, 
—*0sz2208-—8 095, cujus aequationis factor O s praebet a ae- 
quationem finitam 

y —aaz* -- x3 2e ty à 0m 2 £t, 
ubi una constantium per ipsam aequationem propositam determinatur. 
Porro satisfacit aequatio zx — — 8/; unde coligitum r —S$—s 8^ 
hincque, ob 

0x —082-—8"0s 
reperitur - 

qg-—früz,p-cf/gO0megy-—/pÜOz, sve 

2 y-—/fOoxcfOmfrOóm,. 
ubi ob triplicem integrationem tres adjiciendae sunt constantes 
arbitrariae. Simili modo ad aequationes altiorum gráduum pro- 
gredi licet. 
De aequationibus secundi generis. 


Problema 5. 


$. 10. Proposita aequatione differentiali primi gradus 
hujusmodi y -- 5p zc — P, ejus integrale completum investigare. 


. Solutio. 
Si ista aequatio y 3- 5Dz — P differentietur, et loco Og 
scribatur p Ó z, prodit haec 
pOx--590w--z09 —0P, 
Yol. IV. 72 


^ 
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sive posito 9 P — P'Op, erit 
(p-- 9)8x--x09 —P'0p, 
quae per p -- 9p divisa dat - 
zàp P 
Qx-xr.0.0(p--3)— R1P—i y 
: 3 
[Est enim 2 2. Lp -- 3) — £351- 
Quod si jam ponamus / zs —— £, aequatio illa integrabilis red- 
detur multiplicando per e—*(p-i-9D). Prodit enim 
(p 4- 9) e-* 0 z-- (p 4- 9) x e-*8.1(p-- 9) 
—50ze-*(p--9)-—e-*P'Op, 
cujus integrale -manifesto est [ 
zme-*(p--9)-—/e-*P'àp, 


unde colligitur 





ez fe à es f «-*àP 

pred e- p——RAKte6 

p--3 pe. ' 
unde statim fit 

- EU e* 
—P— -*9P 
y p—35/^ , | 

Ubi e* est etiam functio ipsius p, ita ut ambae variabiles x et y 
per unam eandemque variabilem p exprimantur, quae expressio- 
nes jam constantem arbitrariam per se involvunt, ita ut ejus 
adjectione non amplis opus sit. 





Exemplum. 


$. 11. Sit P—a p^ et 3p — b p*, ita ut aequatio. in- 
tegranda sit y -j- b p^ — ap". — Hic igitur erit 


php 
t MEE -f- ] ovipee 
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unde colligitur actu integrando . 
zg—lp bp), Ur 
ex quo fit . 


; 1 
- 1 n—1y—- 
P , et REEL cp » i 


(1 2- bp*7 1) z 5 P 
quamobrem habebimus 








ee — ; 





1 
fe7*0P-—am/fpt*-i a "b ph-1)*—19p, 
in qua exzpressione nullae quantitates transcendentes insunt, ita ut 
z et y facile defniantur, hocque modo obtinetur integrale comple- 
tum istius aequationis differentialis primi gradus 
2g 2g" 


bz —a.—. 
ya —^ an 


Problema 6... 


$. 12. Proposita hac aequatione differentiali secundi gra- 
dus, p -- £1 x — Q, ejus. integrale completum. invenire, 


Solutio. 


Attendenti mox patebit, hanc aequationem ex praecedente 
oriri, si loco y, P, 5D, scribantur litterae p, Q, £1, quandoqui- 
dem litterae y, p, qg, r, etc. uniformi lege progrediuntur; quam- 
obrem facta hac immutatione ex "praecedente solutione — statim 
habebimus 


94 





e B . 
E 7-28 ^ *0 Q, existente z — f: 5; 
Sicque z hic erit functio solius quantitatis g, ex qua fit 
—QQ-—zü0 
or TEB.) 


- : . . . 72* 
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Deinde nunc etiam p per solam variabilem q defimictur: erit enim 
per $. 10. 


"— «7229. 


Cum igitur sit y — :rp2z, etiam quantitas 5j per solmm functio- : 


nem ipsius g exprimetur, hocque modo problema perfecte solutum 
est' censendum. 


Problema T. 


$ 183. Proposita aequatione differentiali tertii gradus 
huc^q -- 98 zr — R, tjus integrale completum. assignare. 


Solutio. 
Haec solutio simili modo ex problemate primo hujus se- 
' eundi generis ($. 10.) derivari potest, dum loco y, P, 95, scri- 
batur g, R, 3&, id quod si primo in aequatione pro zx fuerit fac- 
tum, suppeditebit hanc expressionem 
e* 





J €-* OR, existente z — / -5— 


7 or--9 ER 
Sieque x erit fanetio solius" variabilis r; tum vero erit 
| x 
P] alte md or. 


^ Formula porro ^" pro gy inventa et huc wanslata dabit pro q 


hane expressionem 


x: e 





qg—R—Z ILS 


. 
quae etiam tantum  ecabilen r ejusque functiones involvit. Qnia 


igtur p —/q0x et y —/fpOx, erit casus Sicque 
eüam y per solam variabilem r exprimetur. 
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Probiema 8. 


$. 14. Proposita aequatione differential quarti gradus 
r-- € z—S, dus integrale investigare. 











- Solutio. 
Hic erit 
2—— Jf 6750 8, existente 2/1 
$4- 
Porro erit 
sj—2ace e —s$ 
0r q-0s rc:8— g^ 528 


g-—fràüzx,p-fwfróz,et 
y—/poóz-/f0zfQmfróz, 
ubi omni& per solam variabilem s determinantur. 


$. 15. Quin etiam istas aequationes differentisles, qua- 
rum integralia hic exhibuimus, certo modo inter se conjungere 
licet, nt integraüe eadem xmethodo, qua hic usi sumus, institui 
queat. Hoc modo nanciscemur inpumera mova genere hujusmodi 
aequationum diíferentialium, quae etiam differentiando ad integratio- 
nem perduci poterunt, quod argumentum in sequentibus problemati- 
bus pertractemus. - 


Problema 9. 

. $ 16. Posito p -- f£ q — t, sint. T et & functiones 
quaecunque ipsius t, sive algebraicae sive. tramscendentés, ac pro- 
posita fuerit haec aequatio differentialis secundi gradus y -- fp 
TP & x — T, ejus integrale completun. investigare. 

. / 
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» Solutio.: 
Ponatur g 2- p — 5, erit. : " 
0z—2z(p--f9) ergo 25a. : - 


Quare cum nunc aequatio proposita sit z£-- € z — T, differen- 
tiando prodit . 


0z-2-&€0z--x08 —0T, sive 
(£2- 3) 0x -- 30€ — 2T, 
unde colligitur haee aequatio ' : 


xo aT 
Q0z--LLi— Per 


ad quam integrandam ponatur Á£ Eo —A, eritque 
/Fih— 1(£2- 8) — u, ! 
tum vero aequatio nostra intégrabilis ' reddetur, si eam multiplice- 
mus per e—*(t-- €): integrale enim erit - 
. , ze! (t2- 8) — fe(7*0T, 
ex quo deducitur 
u 
z— mm F[e7*27T, 
Sicque x: aequetur certae functioni ipsius £, quam hoc modo per 
integrátionem invenire licet, ejusque differentiale erit 
t 9T—»x0f 
t£ . 
Hinc igitur prodit z — T — Ex Cum nunc sit 
gy--fp-2, eiit yÓxz--f 0g — z0z, 
unde colligitur . 
Q2y--227* 


O0zx-— 


92. zàx 

Uoc? 

; H : 

quae aequatio multiplicata per e 7 dat integrale 


z z 
yef —ifefzom, . 
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ubi cum:tem.* quam z sint functiones ipsius t, erit etiam y func- 
tio Jpsius. t: fantum, cum sit- 


Deo ng: 
. Problema 10. . 
$. 17. Dosito p--f g--g*1 —t, si fuerint T. et & 
Jncliones, quaecunque. ipsius £, sive algebraicae sive transcenden- 
tes, ac. praposita fuerit haec. aequatio differentialis. tertii gradus: 
y--fp--gq--&ax— T, qus integrale completum invenire. 


Solutio. 
Ponatur y -]- fp -i- g q — 2, eritque differentiando 
Oz-—0Ox(p--fq4-4-gr)—t0x, 


Sicque nostra aéqiiatio integranda erit z TEST, pro qua erit 
ut ante . : 





C —3T, e z—T-— 

u z— 224 e 2 z &z, 

posito scilicet. ^; Mime Ambae 'igitur illae expressiones func- 
tiones erunt solius variabilis £, unde etiam Q:x per eandem variabi- 
lelh exprimietur. ; "Tántum igitur superest ut etiam altera variabilis 
priücipalis y indagetur:' Cum autem sit y -/p -l- gq — 2, loco 
litterarum p et q scribantur valores' initio assumti E et 227 erit- 
que,'si tóta aequatio per Qx^ multiplicetur, haec aequatio integranda 

: y2a cf 9s0y--g03y— 22, 
in qua 'gum tam,z. quem z sint. functiones solius £, etiam 7 
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tanquam fünctlonem ipsius £ wactare licebit. — Jam olim sutem 
a me alisque ostensum est, quomodo talis aequatio tfactari de- 
beat, quam ergo evolutionem hic repetere superfluum foret. Suf- 
ficiat enim notasse, valorem ipsius g. per "terminos hujus formae 
Je^* 20 x assignari, eum igitur per solam variablem £ exprimere 
licebit, sicque etiam y per functionem ipsius £ definietur. 


; Problema m 


& 18. .Posito p-efj-graska out ab faerit fet 
Jünctiones quascunque ipsius €, siee alyóbraieas vive G'ahstenden- 
tes, ac proposita fuerit íalià aequatio diffarentialis quarti gradus 

y 3-fp--9q--hr-- &z—T 


in ejus integrale completum inqvirere, 


Solutio. 


Sit y -I-f p 4-94 -]- hr zz, eritque 'differentiando 
02 -—0z(p--f4-4-9gr--hs)—t0z, 
atque aequatio integranda fiet z -|- $ xz — T, pro qua iterum, 


sumto / iis -—u, erit 


ccmpgáétit nique 2T-—&z, . 


ita ut tam z quam £ per solam variabilem £ exprimantur. His 
inventis, si in aequatione initio assumta loco p, 4, r, &, eorum 
valores substitusntur, prodibit haec aequatio tertii gradus 

gyOa* foa 0y--gàx3dOy-r-ho'y—z0x, 
eujus integrale completum per ea quae circa hujusmodi aequa- 
iones sunt prolata, tanquam cognitum spectare licet, ita wt 
etiam hoc casu ambae variébiles x et y pet novWm' varjabilem t 
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exprimantur, Facile autem patet hoc modo ad aequationes dif- 
Íferentiales adhuc altiorum. graduum progredi licere, — Hac igitut ra- 
tione calculo integrali haud contemnendum incrementum allatum est 
censendum. Cum igitur hic praecipuum megotium versetur in inte- 
gratione completa hujusmodi aequationis . 


f83y , g929» | hà*y — 
y 3s l3: da *]- ete, — 2, 
ubi Z est.functio quaeeunque ipsius x, ejus resolutionem jam pas- 


sim exhibitam huc accommodemus et breviter ostendamus, —Forme- 
tur haec aequatio 


1 --fu-4- g V --h u$ 2- Eu* 2 ete —— 0, . 
cujus radices w designentur litteris à, (3, 'y, 9, etc. quibus inven- 
tis erit uti jam olim ostendi 

eum f a7a-40y eP2 f e-P ZO 
————— M ——4————--————————uá—-3-——— 
y Jf--292--3ha^--Aiaóh-ete,  f4-29g ($-- 8 h(.- Ai (9 --etc. 
Hae scilicet formulae ex singulis radicibus «, (), '*y, 9, etc. 
formatae et junctim sumtae dabunt valorem ipsius y atque adeo 


integrale -completum, quia singulae formulae integrales constantem 
arbitrariam involvunt. . 





7r etc. 


2) Specimen aequationum  differentialium indefiniti gradus earam- 
que integrationis. M4. $. .4cademiae exhib, die 13 Decem- 
bris, 1781. 


7 $ 19. Quando aequationes differentiales secundum gra- 
dus differentialium distinguuntur, ipsa rei natura gradus intermedios 
excludere videtnr: cum enim totidem integrationibus opus sit, ha- 
rum numerus certe non integer esse non potest. Incidi tamen 

Yol. IY. . : Hu 
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nuper in aequationem differentialem indefiniti gradus, cujus exponens 
etiam numerus fractus esse potest, atque adeo mihi licui& ejus in- 
tegrale assignare; quod cum omni attentione dignum videatur, to- 
tam analysin, qua sum usus, hic dilucide exponam. 


$. 20. Cum miras proprietates unciarum potestatum bi- 
nomii, quas hoc charactere indicare soleo (Q. cujus valor est hoc 


productum . 
p.p—i.p—i p-adti 
p,p—i.Pb—2,.....P—12-Fi 
1 2 3 4 , | 


considerassem, in mentem mihi venit valorem hujusmodi formulae 
Qo ad formulam integralem revocare, unde eüam casus, quibus 
p et q non sunt numeri integri, assignari queant. Directe quidem 
talem reductionem non succedere observavi, unde ejus valorem re- 


" 1 . 
eiprocum —— sum contemplatus, cujus valor est 


4 s 
1 2 3 Li 
i...» 2. .—f—. 
P p—i p—i p—a-cri 
Hunc in finem statuo . : 


1.2.3.....9 x aP -—s 
P(p—1)(p—2)....(p—4--1) 
ita ut posito z — 1 desideratus valor ipsius 4 16) obtineatur. 





$. 21. Sit nunc brevitatis gratia 1. 2. 3... . q-—N, 
| NzP En " " 
ut habeatur 5 ——————— ——————-, in cujus denominatore tenen- 
p.e (p—q4-7-1) 
' dum est factores continuo unitate decrescere. — Quod si jam ista 
formula differentietur, prodibit 
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s Nap-! - 

29z— (p—1)-...(p—4--1) : 
Sicque primus factor denominatoris est sublatus, ac differentiatione 
denuo, instituta prodibit 

90s — Na»—i 

Qa — (p—2)....(p—4--1) 
Hoc igitur modo continuo differentiando, omnes factores denomina- 
toris tollentur, ac pervenietur tandem ad hanc aequationem 


ois . 


$. 22. Pervenimus igitur, loco N valorem suum sub- 
stituendo, ad hanc aequationem differentialem 


ots 
qai 
quam ergo tot vicibus integrari oporteret, quot g continet unitates, 
atque singulae integrationes ita sunt instituendae ut, posito z — 0 


integralia evaneacant, et postquam omnes integrationes fuerint ab- 
solutae, loco z scribi debebit unitas, hocque modo valor ipsius s 


resultans dabit valorem fotmulae 1: (Q: Quo autem istas integra- 


tiones generalius expediamus, loco z? 7? scribamus X,. ut t habea- 
mus hane aequationem resolvendam 


9i s EN . 
1.2.....q02a23 ^. 


zab-—4, 





$. 23. Hanc aequationem. primo muliplicerus per 2 z, 
ejusque integrale dabit . 


Qa—is 
12:3... q021717 / X9 u 


13* 
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Istam aequationem ducamus in 4. 9 x, eritque integrando 
. 00-35 - 
3...;.0:431—/ 02 / Xón —»/X02—/Xz0z. 


Per notas enim reductiones ejusmodi integralia repetita ad sim- 


plicia reduci possunt. Haec aequatío jam per 20 x multiplicata 
eodemque modo integrata praebebit 


291735 u 
3:4....4. 024789 / XÓx — 32 /X222-- [Xa' 02. 


Nunc per 3 x multiplicando et integrando proveniet 


91—4s —,3 2 3 
45...4 9zi7i7* /Xox—82^, JX20x-C32 fX Ox—/Xx3üz. 
Eodem modo. reperietur . 
94-5 s n , 
176... 0337 fX0x—Ax? /Xz0x--62*/Xx'0x 
: —AmfXz50z--fXx'Qz, 
Sicque in genere nostros characteres in usum vocando erit 
917^5 





——— 2 3 0201 gni L(h—iya- . 
nx)... 4 9zek 077" Xon C)! X202 
MC) an-5 f Xa! 9x — (5 hA f X x50 2- ete. 


f. 24. Statuamus nunc n — g, et cum sit Q? s — s, 
Orietur haec aequatio finita 


(mati /X2s— (10) 2t IX 222 , 
4 (5 1-1) z4—* f X a* 0 x — etc. 
eujus singula membra ita integrari debent, ut posito z——c0 eva- 
nescant, quod quidem semper eveniet, si modo sit g — 1 & o, 


quamobrem ipsae formulae integrales X Ox, /X xx, etc. 
tantum sive adjectione constantis integrari. debent. — Etsi enim hoc 
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modo x forte in denominatorem ingrediatur, per potestatem ipsius x, 
qua multiplicari debent, iterum tolletur. 


$..25. Kis circa singula integralia observatis extra signa 
summatoria jam ponere licebit z — 1, quippe qui est casus quaes" 
tionis propositae; sicque reperietur 


1i: 2()— /Xx[1 — (315) s (55) a — (33) 2 - ete], 
cujus seriei valor manifesto est (1 — x)1— !, ita ut habeamus hanc 
imi: determinatam 


——-—— —2)1—!, 
36 z/X0xz(1—z) E 
cujus ergo valor etiam casibus quibus g non est numerus inte- 
ger per quadraturas exhiberi potest, sicque aequationis differen- 
tialis indefinii gradus 0? s — N X O9 x integrale feliciter elicui- 
mus, et quia X — 4? -—4, omnes unciae hoc modo ad formas 
integrales redigentur ! 


D PN 1. 

- 2 q f zh-19 x(1— xy-i 

et quia exponentes ipsius z et ipsius 4 — x^ permutari possunt, 
erit etiam : 


(P) u—— ————— 

qg] q/xi9x(i—zm)- 

bancque formulam ex principio diversissimo non ità pridem sum 
adeptus. 


Theorema 1. 


$. 26. "Valor hujus characteris Q reduci potest ad for- 
mulam integralem, cum sit 


———— QM 
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(oa 


siquidem hoc integrale ab x: —— 0 ad z —c1 extendatur. 


Corollàrium 1. — 
&. 27. Sumto ergo p — 0 erit 


[) 1 
()7 zr aT 
Ostendi autem olim esse 
/z1719z(1— xi 


unde ergo fiet 


G )- sin. e. 


. Corollarium 2. 
$. 28. Deinde per motam integralium reductonem re- 
peritur . 
fa-7i)0z(1i—z)-1a—l Q5, 


sin. m? 


Ma 





cujus ergo valor, quoties p est numerus integer, absolute assignari 
potest, quamobrem in genere erit ^ 


Q-—55Ca 


Corollarium 3. 


$. 29. Cum igitur vicissim 5 
4—10z(1—z)-4— E 
fmi7iàüz(1—2) Tol 
s! hic loco q — 1 scribamus f, et g loco p — q, habebimus 


[90s — 9I ERES 


fri 
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Scholion. 


$. 30. Quoniam igitur hanc formulam integralem nacti 
sumus ex aequatione integrali indefiniti gradus, eandem investigatio- 
nem latius extendamus in sequente problemate. 


Problema 12. 


$. 31. Proposita serie sive finita sive infinita 
4 B c D 
-— oM Eee 
4 q 4 
ejus valorem per formulam integralem exprimere. 
Solutio. 
. Tribuamus singulis terminis potestates ipsius x, ac Sta- 
. tuamus 
A xP "E pP "RS Pri 


0'e5'e5 


quae series ergo, posito x — 1, praebebit ipsam seriem proposi- 
tam. Ubi observandum, in omnibus terminis litteram q eundem 
retinere valorem, alteram vero p continuo unitate augeri, unde 
productum indefinitum 1. 2. 3... .. . q — N in omnmibus ter- 
minis enden retnebit valorem, Quare cum Supra ex aequatione 


B 


S— 


deduxerimus hanc aequationem diferentalem indefiniti gradus 


ex singulis terminis riostrae seriei idem resultabit differentiale, . si 
modo exponentem- p unitate augeamus, unde ergo reperiemus 


ot 
22 CARN Aa?- 4 -- N B x^74-- 4 etc. 
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$. 82. Ponamus nunc 
' 'A-4- B x 4- C 2? 4- D x? 2 etc, zz V, 
eritque 
ots 
NOx? . 
ewamobrem si statuamus xP—?7 Y —— X, habebimus ipsam aequatio- 
nem jam ante tractatam ' : 
Los — x. 
1.2.....q 0a 
cujus integratio q vicibus repetita nos perduxit ad hane. expres- 
sionem $—q / XOz(1 —2)1-1, unde ergo pro X et V valo- 
res substituendo nanciscemur summam quaesitam $, scilicet 
$224 / xP-19z(A--Bz--Ca' 2- D x? -- ete) (1 —x)1-7, 
si modo hoc "integrale Sb x — 0 ad x — 1 extendatur, vel ut 


ante innuimus, si modo in integrátione nulla constans adjiciatur, 
deinde vero sumatur x — 1. 


zagP-4Y, 


n Exemplum. 
$. 33.. Sit Y— (1 — z^, ita ut sit 
A-i, 8— (p, C —-- (8), n——(. ete, 
et series proposita. erit 


oai L0 9 Lu 
-O €:5 i9 -Q, 


: tum igitur summa hujus seriei erit 
$z2zq f aP7109z (1 — xrtn-i, 
sive permutatis exponentibus ipsius z et 1 — x ,:erit quoque 
$-—q att i)0x(1—a2ay7t 
Nunc autem evidens est hanc ipsam formulam integralem ite- 
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Tum ad characterem hic usitatum reduci posse ope $. 29. erit enim 
-go0no—iet T -—-43, no hinc prodibit 


BEI ZEE 
Hine ergo sive formulis integralibus. habebimus Hane summationem 
seriei infinitae maxime notabilem 


1 (Q Q Q Q 


O ee ese 








— g 

— pm 
(s 4-7) EE 
Corollarium 1. 


$34. Si ero fuerit n — 0, oritur aequatio manifeste 


1 NEP . 
identica scilicet nion At si n — 1. prodit 


Q 


Ó —i. 1. 
0-00) Oo cGH 
$i n c2 fiet tl 
LL 
G3 euH- O C9) tB 


. Corollarium 2. 
$. 35. Quo consensus cum veritate clarius appareat evol- 
vamus casum determinatum, quo p ——3, q 22, m--4, eritque 


PE ELEMET (92 0—0-— T 
Deinde fit 
2 vC eI-o-e ez 16; eny- 


Vol. 14 
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quae est progressio numerorum trigonalium; tum Yero erit 
9—4: (9—6 9-6 09-—t. 
His igitur valoribus substitutis erit 
1 
i1—bP-4dtá—d4d 
quod egregie convenit. 
t Exemplum. 2. 
$. 36. Btatuamus V — (1 -— 2)1—, ut fiat 
S—q/zxP-30z(1—zcmzy-i 
tum vero erit 
A-ai am) cm) (t $i ee 
' sicque series proposi erit 
e) "s C 
-G*estes test 
Évidens autem est, hanc formulam integralem etiam ad nostros cha- 
Tacteres reduci pose. Ponamis enim zzr-—y, erit 


s—i/y— "ay Ty 
Sive permutatis exponentibus 
p—i1—i 
$—ifyr0t0y(i—9) ? C 
quae comparata cum $. 29. dat /——g — 1, g ——?—1—1, qui- 
bus valoribus eubstitutis colligitur, 


RENS RNCUN 6) 
TE ((8R Cr36 ) 6:3 €» 


3 


vel si ponatur zz r, erit 


CO, 62: 
^9 6*65*65*7 
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Corollarlum 4. ! 


$37. Hic casu g — 14 summe inventa ipsi termino 
primo aequatur. Sumamus autem q-22, erit 


. 
1 1 


(3) 7g [255] 


LÀ. 
. BpROÁO— —;osd iG! 
unde patet istam summationem esse veritati conéentaneam, de 


hoc est 


quo quidem nullum superesse potest dubium, quoties q est nu-'' 


merus integer positivus; quamobrem quosdam casus consideremus 
ubi non est talis. ! 


t Corollarium 2. 
$. 38., Quo autem evolutio facilior evadat, cortemple- 
Thur casum quo r—— 4, ut fiat C )-— 1, tum autem erit p — 14 


hineque M 
—- m — 1 4-2 à di T2 34-8 
Qz 14; e -)-2 en ED. pU)Il:f5.2.92, 
quibus substitutis orietur haec series Ue 
-2-15.42(—0 4, 3(9—12(—2) —. ,, 4(g—)(—2)—8 
iTRRC]Rya-u G0 9589 0-050430) 7-9 


quae series notatu maxime est digna, quia ejus summa semper 
est j, quieunque valores litterae q tribuantur. 8i enim sit g — 0, 
habebitur ! 
[d R4 —14£1—14-54 2 etes 
'quae est series notissima. Sit nunc g z- — 1, et ob g-- 1 — 0 
multiplicemus omnes terminos per q-- 1, prodibitque haec series 
0 — 1 — 44-9 — 16 -—- 28 — etc. 
uti differentias sumendo facile patet. Ponamus q—— i, et haec 
74* 


590. 


SUPPLEMENTUM XI 
. 4D FINEM TOM. III. 


: DE 
CALCULO VARIATIONUM. 





Methodus nova et facilis calculum — variationum tractandi. . Nov. 
Comment. Tom, XP]. Pag. 85 — 70. 


&. 1. Si detur aequatio quaecunque inter binás varia- 
biles z et y, seu quod eodem redit, si 7 fuerit functio quae- 
cunque ipsius X, tum omnes expressiones quomodocunque ex his 
duabus quantitatibus z et t formatae et compositae, tanquam func- 
tiones unius variabilis z spectari poterunt, ita ut pro quovis valore 
determinato ips'us x, determinatos quoque valores sortiantur. 


$. 2. Hujusmodi autem expressiónum ex quantitatibus 
z et y formatarum, tria genera constitui convenit; ad quorum 
primum referimus omnes illas expressiones, in quibus tantum ipsae 
quantitates 2' et y occurrunt et per operationes quascunque sive 
algebraicas sive etiam transcendentes inter se sunt corplicatae, 
cujusmodi sunt a z* -J- (8 z y -i- y y, item e?? Arc. sin. g, 
in qua posteriore operationes transcendéntes cernuntur. — Secun- 
dum autem genus eas complectitur expressiones, in quibus praeter 
ipsas quantitates z et py etiam ratio differentialium occurrit, quam 
rationem adeo ad' differentialia cujusque gradus extendimus, cu- 
jusmodi expressionum indolem quo clarius perspiciamus, ponatur 
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more solito 

Qgy-—pOxi 0p—qg0x; Óq——rÓx; etc. 
ac tales expressiones erunt functiones quantitatum x, y, p, q, 7, 
etc. "Tertimn denique genus ejusmodi expressiones continet in qüui- 
bus praeterea formulae integrales involvuntur, quorsum pertinent 
expressiones illae in caleulo variationum imprimis consideratae, quae 
hae forma sunt reprgesentatae /^ V O x, ubi V est functio quae- 
cunque non solum ipsarum zx et gy; sed etiam quantitatum, p, q, r, 
etc., quin ctiam ea alias insuper formulas integrales involvere 
potest. mE 


V. 3. His circa terna hujusmodi expressionum genera 
constitutis, facilius indolem calculi" variationum explicare poterimus. 
Totum enim negotium huc redit, ut si proposita fuerit relatio 
qüaecunque inter z et y, eaque aliquanullum varietur, seu ejus 
loco alia quaepiam relatio inter x et y ab illa infinite parum quo- 
modoeunque discrepans adhibeatur, investigari oporteat, quantam 
mutationem omnes illae expressiones, tam primi, quam secundi et 
tertii generis sint subiturae, ad quod inveniendum in calculo varia- ! 
tionum prouti equidem eum olim tractavi, praeter differentiale O g, 
quo quantitas y augetur dum z in r--O z abit, ipsi quantitati y 
aliud incrementum 9 gy tribuitur, penitus ab arbitrio nostro pendens 
neque per z determinatum, cui incremento variationis nomen indi- 
deram, atque methodum exposueram, variationes inde in singula ex- 
pressionum genera redundantes inveniendi. 


$. 4. Videbatur igitur calculus variationum . omnino sin- 
gulare calculi genus constituere, verum postquam ejus indolem ac- 
curatius essem perscrutatus, universum hunc caleulum perspexi levi 
facta immutatione ad secundam partem calculi integralis, cujus ele- 
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menta in tertio volumine operis mei de hoc argumento exposui, 
reduci posse.  Pertractavi autem in ista secunda parte eas inte- 
grationes, quae circa functiones düarum  variabilium versantur, in 
quo caleuli genere etiam munc vix ultra prima mE progredi 
licuit. 


$ 6. Illius scilicet. incrementi loco, quod variationem 
appellavi, ipsam quantitatem y non amplius tanquam  functio- 
nem solius variabilis .zx considero, sed eam tanquam functio- 
nem binarum variabiium zx et £ in calculum introduco, sic enim 


dum 82 (i Significat verum differentüale ipsius y, haec formula 


2:82 idem significare poterit, quod antea signo 9 y indicavi- 
mus. Quo haec reddantur clariora concipiamus 9 ut applicatam 
.cujuspiam curvae abscissae cz respondentem, atque in calculo varia- 
tionum alia relatio requiritur, quae omnes alias curvas huic saltem 
. proximas complectatur, omnes autem hujusmodi curvas, si X deno- 
: tet illam functionem cui y aequatur, tali aequatione contineri posse 
y — X--tV manifestum est; denotante V functionem quamcunque 
ipsius z. S$umta enim £ infinite parva haec aequatio omnes om- 
nino lineas curvas propositae proximas in se comprehendet, atque 
adeo hanc formam multo generaliorem reddere licet, ita ut pro gy 
functio quaecunque binarum variabilium az; et & usurpari possit, dum- 
. modo ea ita fuerit comparata, ut posito £ — 0, prodeat ipsa func. 
tio proposita g — X. 


$. 6. Pro variatione igitur invenienda, quantitas x ut 
constans spectari, ipsius vero $^ differentiale tantum ex variabi- 
litate ipsius t£ desumi debet; unde si expressio proposita fuerit 
primi generis, functio scilicet ipsarum z et g tantum, quam 
litera Z  designemus, ponamus differentiatione — consueta :pro- 
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die MO xz -- NO gy, atque nunc pro variaüone invenienda fiat 
Qx — 0, at loco Oy scribatur Q£ Q2, quippe quod est incremen- 
tum ex sola variabilitste £ ofiundum. ^ Quo facto variatio quaesita 
hujus expressionis Z erit — N. 0 (25. Quare si ipsa variatio si-. 
,mili modo per 2((85 indicetur, habebimus Q5-N à» 


$. 7. Nunc ad expressiones secundi generis progredia- 
mur, 4n quibus quum praeter z et y occurrant quantitates p, q, 7, 
etc. harum variationes quatenus j etiam & variabili & pendet, per 
legem generalem his formulis exprimentur 


2:92 2: (35; 2t Q5 ete. 

Quum autem pro sela variabili z, sit t 
p—GD e—G2— G2 c 
r—9-8015-32 te M 

erit per regulas generales differentiandi functiones duarum va- 

riabilium . 

37) — (3323, (93) 5 (9322); (95) — ($3525; 
G2 — G:33: G0 — Gai 9: 62 — G252: ete. 
ubi meminisse juvabit formulam verbi gratia G2 ? prodire, si 


functio y ter differentietur, et duabus vicibus sola z, una vice au- 
tem sola £& variabilis sumatur, tum vero qualibet differentiatione dif- 
ferentialia simplicia 9 z vel O £ abjiciantur. 


$. 8. His expeditis sit jam Z functio quaecunque ip- 

sarum z, gj, D,.q, r, etc., hic quidem nulo adhuc respectu 

habito: ad variabilem £, quippe quae tantum in subsidium va- 

' riationis' introducitur, atque differentiatione more solito facta prodeat 
Q9Z-zMOzx--NOgy--POp--Q9Qq-- ROr-rete., 

Yol. IV. ' 16 ! 
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nunc igitur pro variatione seu Ot $2 invenienda scribi debebit ut 
sequitur 


üz-0 234—210); 9p 010) —0t G3 
84—28t:(9533i 0r — 0t ete. 


atque variatio quaesita erit . 


Q1) N02) « P01G23)-- Q0! G5 naQa) ee 


unde egre divisione per O£ facta fore , 


GD—NG2 --PG232* QGz5) - R G2) * et 
$. 9. Sit nunc etiam expressio quaecunque tertii ge- 
neris proposita / Z Ó z, ubi Z sit functio quaecunque ipsarum 
zx, y, p, Q, r, etc. ita ut per differentiatiónem ordinariam ha- 
beatur 





Q9Z-MOz--N3Qg--POp--QOqgq--ROr--ete. '' 
ubi quidem hactenus nulla ratio novae variabilis £ est habita, atque 
integratio formulae propositae /^Z Ox per solam variabilem za est 
expedienda, quo 'observato, quaestio huc redit, ut si jam y ut func- 
,üio binarum variabilium z et £ ,conslderetur et ubique quantitas g ! 
elemento 8t(25 augeatur, augmentum quod ipsa formula integralis 


Jf Z0 zx inde capiet definiatur, hoc enim augmentum ipsa erit va- 
riatio formulae integralis propositae. 


$ 10. Quare ad hanc variationem inveniendam in functio- 

ne illa Z ubique loco y scribatur ejus valor guctus g-i- Ó (2 , 

. Sicque ut ante viditius, ipsa functio Z augmentum capiet Qf 5 

ex quo ipsa formula integralis augmentum capiet hoc 9t ($5àz, 

quod erit ipsa variatio quaesita. Quoniam vero in hac integratione 

sola z pro variabili habetur elementum Qf ante signum poni pote- 
rit ita ut jam variatio futura sit —0 2/0 x Edd 


4 
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$. 11. Quoniam igitur in y. 8. valor ipsius (25) jam 
evolutus habetmr, si ille hic substituatur, formulae f^ Z Ox variatio 
fprodibit ita expressa —— 


9t / 2s [ND - P332 - 06252 - RG352--ete] 


quam etiam sequenti modo per partes repraesentasse juvabit 


ot/N 0x(32)4-0t f P0a (332. 0t7 2x (5572 --2t 73 Rz (59527 4- etc. 
qua expressione contenti, esse possemus, 8i quaestio circa casum 
aliquem , determinatum  institueretur, ubi $ non solum functioni 
cuipiam datae ipsius z aequaretur, sed .eüami nova variabilis £ 
modo determinato introduceretur; tum enim omnes ietas formulas 
Gz H Q3» ; G3: etc. actu evolvere liceret, ita ut tum 
elementum OQ z per solam functionem ipsius z^ afficeretur, siqui- 
dem ut initio innuimus, evolutione facta, itérum poni debet £—— 0. 





$. 12. At vero tales quaestiones determinatae nunquam 
occurrete solent; sed potius relatio inter gr et 2 Semper: in- 
cognita. esse solet,' inde demum deéterminanda, quod variatio -in 
"nihilum abire débeat, quippe in quo methodus maximorum et 
minimorum versatur. Hujusmodi quaestiones ergo ita "enunciari 
convenit: qualis relatio inter quantitates x et y intercedere debeat, ut 
formulae integralis propositae / Z Ó z variatio in mihilum abeat, 
quomodocunque etiam mova variabilis £ in calculum introducatur? 
Quodsi autem quaestio hac ratione instituatur, perspicuum est for- 
mulis $2 H Qa H Pa 5 etc. nullos certos valores tribui posse. 


! $ 13. Verum hic prorsus singulare artificium in sub- 

Sidium vocari potest, cujus opg formulas integrales posteriores 

in $. 14. ad formam priores reducere licet, ita. ut in omnibus 
P" - T75* 


^ 
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eadem formula $» Occurrat. Quum enim 22 (239; 2) sit differen- 
tiale formulae 3 sumta sola x variabili, erit per consuetam in- 
tegralium reductionem 
38 
-FPOsG —r6)— —/22(. 56». 
simili modo quia 0x(52257 Jj;) est differentiale formulae à 3). ha- 
bebimus statim. hanc reductiónem 
91433»: 
f[922G55)— 9G32— —/f2x :G9G Gz39^ 
nunc vero per praecedentem reductionem fit 
$Q. ,209 9Q 3 y 
/2« 09 Q235 — 69 62 — 722 G9 
Sicque omnino 2-0 
9? Q3 Oy 99 Q (a 
4/932 55) —9G»30 — G2 G9-*/2* 52) G2) 


atque nunc satis perspicuum e, sequentem formulam iutegealem ita 
reductam iri 


Á£ RQz($)- RGZÀ 5)— 33) Gs G2 ? Q3) G 
0s 2 (35) G ). 
Ac si insuper. uU formula adesset, foret 
592 (ari) m S Gan) — G3 Ges) G2) Gd 
—5 672-03 65. 


$. 144. Quodsi nunc has formulas reductas substitua- 
mus in expressione variationis quaesitae formulae / Z Ó x, tum 
ohaec variatio non solum formulis constabit integralibus, sed etiam 


continebit partes absolutas, quarum aliae formulam à». aliae hanc 
Qa 353)? aliae vero hanc GS PE etc. continebunt; dum contra om- 
nes: integrales. eandem formulam [E 2) involvunt, quocirca variatio 


quaesita formulae propositae [E x, &equenti modo habebitur 
expressa 
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2:/2x 2) IN — Q2 2-39 — 22) 4-25) — ee 
--2t2) [P— - (3) 4- 832) — ($3)) -& eic 

-- 3t (932) to — Q5 835) — «ej 
--0t(5)[R — G3 -- etl 
--2(,32:)15 — ete] - ! ] 
- etc. 


$. 15. Quamquam hic meum institutum non est metho- 
dum maximorum et minimorum pertractare, quoniam hoc alibi jam 
Satis -copiose est factum; tamen hic praetermittere non possum, 
quin observem, si variatio formulae ^ Z Ó v evanescere debeat, 
quomodocunque etiam moya "variabilis £ jn calculum ingrediatur, 
id nulló modo feri posse, nisi tota pars prima integralis seorsim 
evanescat, ex quo* necesse est, inter xo et y hanc aequaüonem 
constitui 


-i5--G9-65--e5- 
et quia nunc variabilis 4 nulla amplius ratio habetur, sicque tan- 
tum unica adhuc variabilis *z superest, clausulis omissis hane ha- 
bebimus aequationem 
9P 9 PROS 
0—N —$ S ie an 

qua desiderata relatio inter z et y exprimitur: Partes autem ab- 
solutae, tantum ad terminos extremos referuntur, circa quas ea ob- 
servari debent, quae jam alibi fusius sunt praecepta. 


$. 16. Hic etiam non immoror iis cásibus, quibus quan- 
titas Z ipsa insuper formulas integrales involvit, quoniam etiam 
hoc argumentum alibi satis est pertractatum, verum hic opus multo 
magis arduum miolior, dum eandem hanc methodum ad functiones 
tdeo duarum variabilium extendere conabor, quod equidem in dis- 


598 -. * SUPPLEMENTUM XI. 


sertatione illa, quam olim de càleulo variationum conscripseram, 
tunc temporis praestare non potui, multitudine tot quantitatum di- 
versi generis deterritus. 


- Applicatio methodi praecedentis ad functiones 
duarum variabilium. 


. $. 17. Si habeatur aequatio, quaecunque inter ternas va- 
riabiles x,.y et Z, ea naturam cujuspiam. superficiei exprimi cen- 
semus, ubi quidem binas coordinatas z et y in plano horizontali 
constitui intelligamus, tertiam vero Z verticalem, sicque haec tertia 
Z, ut functio spectari potest binarum z^ et y; unde more solito 
duplicia incrementa consideranda occurrunt, quatenus scilicet a va- 
riabilitate ipsius z, vel ipsius s nascuntur. lllud nempe incremen- 
tum ipsius z quod ex variatione ipsius z^ oritur hac formula Oz 
G5, hoc vero ex variatione ipsius y oriundum ista Oy G2 indi- 
cari solet, d 


$. 18. Quodsi jam haec superficies aequatione inter z, 
y et 2 expressa, cum aliis quibuscunque superficiebus ipsi proxi- 
mis comparari debeat, id commodissime fiet novam. variabilem £ 
introducendo, ita ut jam z spectanda sit ut functio trium variabi- 
lium, z, g et £, quae quidem sumto £:— 0, 4n functionem supe- 
riorem abeat, at dum ipsi £ valores infinite parvi tribuuntur, om- 
nes superficies proximas complectatur, quo posito perspicuum est, 
quoniam variabiles zx, et j a nova f neutiquam pendent earum dif- 
ferentialia OQ z et O y nullo modo cum O f£ permisceri, sola vero 
coordinata 7 triplicis generis incrementa capere potest, praeter bina 
enim jam ante commemorata, quae vel ab z vel ab y proficiscun- 
tur, accipere poterit incrementum a variabilitate ipsius & oriundum, 


quod,tali formula 0t(83) est repraesentandum. . . 
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$. 19. Ponamus nunc V esse expressioném utcunque ex 
ipsius coordinatis z, y et Z compositam, sive per meras operatio- 
nes algebraicas, Sive etiam transcendentes formatas, quae TmIOre so- 
lito differenüata praebeat 

Q9Y-—LQx--M0y--NO2z, 
atque si ejusdem incrementum desideretur a nova variabili £& sola 
oriundum, manifestum est, statui debere 0 : — 0 et Q y — 0, at 
loco 9 Z scribi debere O t (35, Sicque hoc signandi modo usurpato 
habebimus 


9: (5) — N32 s) ideoque (27 ND. 


Tales autem expressiones ut ante primum -genus constituunt. 


* 6$ 20. Progrediampr ergo ad secundum genus, quo ex- 
pressio v praeter ipsas coordinatas z, 9, 7 etiam rationes dif- 
ferentialium earum  involvat; atque hic quidem ante omnia. for- 
mam hujusmodi expressionum accuratius perpendi oportet. —Quo- 
niam autem hic statim quantitas z duplicia incrementa capere po- 
test, (hie enim nondum ad novami variabilem £ respicimus) pona- 
mus brevitatis gratia , 


a 
G2» et 35) m^ 
quae duae litterae differentialia primi gradus comprehendunt mE 
pro differentialibus secundi gradus ponamus 
9 32 qi 99z . 
9 x3/ 77 325) — 45 $5)— ! 
unde sequentes MP inter has d et praecedentes no- 
tasse juvabit 
, 39» — 9, (P) — (99 — v; (9*Y L qv, 
0 0) 06)2622^ 69-76 


simili modo differentislia  terür gradus his: formulis. complectamur 


Gz -—ri GS; -—ri G5) ^ r^ (s )-r4 
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ubi hae relationes sunt notandae 


«02: "62-02: "-09- 02: 


quarta autem differentialia has pum mt 








E "— 2*s Hf 9*9 N. 

;— G3; 235)! 235) $— 323p); 
" MTS. 
et sic ultra quousque libuerit. — . , - 


$. 21. . His explicatis, expressiones secundi generis, prae- 

ter ipsas coordinatas x, g et zZ, etiam quantitates p, p^, q, q^, 

q", rt, r', r", r"', etc. utcunque involvere possunt, ex quo si 

V denotat quamcunque hujusmodi expressionem, ejus differentiale 
more solito sumtum sequenti forma exhibeamus . 

OYcczLOz--M0g--N0z--POp--Q 0q --R Or 

--Pp'--Q' 04 --R^ 0r 

u -- Q" 0q" -- R" or^ 

t 4 R9 r" 

quam formam animo imprimi conveniet, ne opus sit eam sae- 

pius repetere. : ] 


etc. 


$. 22. Quodsi jam hujusmodi expressionem variatio, seu 
id incrementum inveniri! debeat, quod resultat ex variatione novae 
variabilis £, quam in valorem coordinatae. 2 introducimus, jam vi- 
dimus sumi debere Qx — o et Oy — 0, tum vero fieri 02 — 0t 
Gt , Ob 'eandem vero rationem ,sequentia differentialia simili modo 
erunt exprimenda, quae cum euis transformationibus per. se satis 
claris ita se habebunt 


ipao) rmi 02 G9; 
262: (5) mots 27 —2: 61) 01 GE um 
94" —2t Gom (GR 
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drza toco tei ar 2t) 791 Gz55325 
2r"—21( 3) —?! Ge 
PP $0) $t GygDs te 


$. 23. Totum ergo negotium huc redit, ut in formula 
illa differentiali pro O V data, loco singulorum differentialium isti 
valores substituantur, hocque modo prodibit variatio expressionis V 
ex sola vatiabilitate ipsius f oriunda, seu valor hujus formulae Q£ 
35. quoniam autem singula membra elemento Q 4 erunt affecta, 
eo omisso adipiscimur sequentem formam 
— 982z o*z 9*z 
G9 NG)--P Gz39--Q G»s)--R Gres 
/,99z oz » 
SP Gy39 TQ (sys) R (sz5553)) 
"7 ^q o3 
TQ G4 SR 3235131) 
/^sz 
TR 37.31) 
quae ad variationes quarumcunque expressionum secundi generis in- 
veniendas sufficit. 








$. 24. Nune expressiones tertii generis aggredi poterimus 
formulas integrales involventes in quibus potissimum 'vis hujus me- 
thodi cernitur. Quando enim quaestio circa maxima vel minima, 
quae in superfiiebus occurrere possunt, versatur, formula illa, quae 
maximum vel minimum reddi debet, necessario est formula integra- 


"lis atqué adeo formula integralis duplicata, cujus indolem hic pau- 


cis explicari convenit Quemadmodum enim in praecedente parte 

formulae integrales simplices sunt consideratae, quae ad datam 

abscissam z sunt relatae, ita hic in superficiebus, quaestiones sem- 

per non ad solam abscissam x, sed ad totum quoddam .spatium in 

plano horizontali tanquam basem sunt referendae, cui portio super- 
Vol. IY. 2 16 
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ficiei quae maximi minimive quadam proprietate gaudere debet, im- 
Tineat. Quare cum talis basis duplicem habeat dimensionem al- 
teram ab zx, alteram vero ab g pendentem, hujusmodi formulae in- 
tegrales-erunt duplicatae, hoc modo exprimi solitae / / Y 9 xy, 
eae scilicet duplicem integrationem postulant, atque im priore sola 
coordinata z^ vel sola y pro variabili habetur, et integratio usque 
. ad terminos basis propositae extenditur, tum vero demum etiam 
altera variabilis assumitur, atque altera integratio absolvitur. Et 
quoniam perinde est utra prius pro vàáriabili habeatur, sine dis- 
crimine geminam illam integrationem signo duplicato ^ ^ indica- 
mus; meque vero hic loci est, omnia quae circa hujusmodi in- 
tegrationes duplicatas sunt observanda, fusius exponere, quippe quod 
argumentum supra in supplemento VI. pag. 416. seq. jam satis 
accurate est pertractatum. 
$. 26. Quodsi ergo hujusmodi formulae integralis //VOz Og 
variatio quaeri debeat, ubi Y denotat expressionem quamcunque vel 
primi vel secundi generis, ex superioribus satis liquet hanc variatio- 
nem ita expressum iri . 


06r 5) 82g, 
quae forma iterum *st integralis duplicata, et prouti vel x vel gy 
priore integratione ut constans spectatur, ea formula.-vel hoc 


modo 
à 


0t/0z/ (5. 52v. 


vel hoc modo 


Qty yr Q3 02, 


exhiberi potest, 


$ 26. sit nunc V telis expressio qualem, Supra Lg 
descripsimus, et cujus varistionem seu valorem 3» in $. 2. 
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evolvimus , tantum opus erit, singula membra ibi exposita hoo 

loco a ) substituere; unde sequens congeries formulerum nascetur, 

quibus junctim sumtis variatio; quaesita Q9 t£ f^ f^ (ea QxOy ex 
primeras 


atffs($ osty« afe (85) aede atffo (2:5 ox y--0tffR - (22,)020g 
ffe, 25)020y 4-9tf 'fQ' xps 9«0u at ff R 2D aid 
--atffo" ipee n id 
^at ffR" (S05. ox0y 
etc. 


: & 27. Nunc singule haec membra post primum peculia- 
res reductiones admittunt, quas probe notasse juvabit. Pro secundo 
membro sumamus primo z tantum variabile eritque: 


28 
£P 3:5) 0s PS; 39:27. /G 22 (22). 
"unde etiam altéram integrationem adjiciendo erit 
C) 
[/P(IS)ossy—70(5)2v—77(5)G22 22v. 

^ Pro tertio membro sumatur primo sola g variabilis ertque — 

92 — 8 2 P' 

[Y Gps)os—m ) — 7 22 G2» 

unde ipsum tertium membrum transibit in  ' 


/F/Y QHyos2y — rr 922—772) $,)0 22$. 


$ 28. Pro sequentibus membris hae ipsae reductiones se- 
quentes dabunt transformationes, pro quarto Scilicet habebimus ex 
secundo 7 
[fo G5)» —70 G25)0« — 7 G5) G3) 279v 
at Wéro hoc membrum posterius ad similitudinem secundi reducitur 
hoc modo, ubi tantum loco P scribi debet (29), 








' q6* 
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[82 Q92s—77 62) G3»? v. ! 


ita ut nunc quartum. membrum praebeat hanc formam 
839 3z j2Q 
Jo izps— 709 6927762 G2) 020 
Simili modo quintum membrum ope secundi reducitur , ubi ' loco 
P scribitur Q^ et loco (G3 5)» GS 353)» sive loco e» scribendo 


Gi». Sicque habebitur 
[IQ Go52599229—/9' 55) 29— M 9)322 y, 


quod posterius memprum cum tertio conferatur, ubi tantum loco 
' P/ scribi debet: GS 2, quo pacto totum membrum induet hanc 
formam 


33 aQ 
fo Q35)u—7 09 Gs 53) 0e--// G9 G332223v, 
Sextum. vero membrum .bis cum secundo collatum reducitur ad 
hanc formam 


[Q' 232)32 — 73 éd) 224 // 09 382 22v. 


$. 29. Si hoc modo ulterius progrediamur ad sequentia 
membra, septimum membrum in sequentes partes resolvitur 


[8 Gz3)24— / 6550 G2 95 / G0 029 
—[[60 G3)» 9229. 
deinde octavum membrum 


[R (53525) 9y— —J/ (833) G2 ow / GO 352v 
. —[IG. 2 (52533) 029 9^ 
tum nonum membrum fiet 


fR" M Giga Á£ 225) 5 2 27 G5 Q3) 92. 
. —r5 God 9x0g, 
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et decimum 
Lu Uy. 
[R^ o5) 3 — 7i 82270 C527 
T ZIIen Gmyasas. 

' & s0. Colligamus nunc omnes istas formulas in unam 
summam, atque variatio quaesita pluribus constabit membris, qua- 
rum primum formulas integrales duplicatas, reliqua vero simplices 
complectentur: hoc pacto variatio quaesita sequenti. modo erit 
expressa ! 





N—(2-- G2 — C2 





—(GE GE 
aurfosay Qd 69 G2 — Ges ue. 
H t G50— Gzap) 
6 ja ) 


(f G 25P 2y-- fO. 2y (295) — foy (32) Q5) --[R 2y Ges 

G5) Px--[Q2y G5) [92 (5) G3 [K. 2 Gra 

[022 75) [22 5 Im m 

A f/R""0x 
—for Q5 is) Dor Qa em 
-—fy(G az) (osos 3)--/9* (5 3) Cni ete. 

ox YI i) Gy» [2x (2) Ge) 
—[2x (5 5) G3s) 22 Gs [Gs -) 


$. 31. "Verum quid haee singula membra .proprie sig- 
mificent et ad quemnam wsum adhiberi queant, neutiquam adhuc 
perspicere licet, unde hoc argumentum cujus prima fundamenta 
etiamnunc vix jacta sunt censenda, omnem geometrarum attentio- 
nem atque multo accuratiorem investigationem postulare videtur, 


--0t 
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quod negotium vix ante suscipere licet, quam casus nonnulli par- 
ticulares omni studio et diligentia fuerint evoluti, quin etiam ipsa 
pars prior, quae tantum circa' functiones unius variabilis versatur 
neutiquám adhuc satis clare et distincte est enucleata, ita ut per- 
Spicue intelligeremus veram indolem atque naturam singularum par- 
tium, quibus variationem contineri invenimus, quem in. finem diluci- 
dationes sequentes hic adjungere visum est. 


Dilucidationes super theoria variationum ad 
functiones saltem unius variabilis 
' accommodata, 


7$. 32. Quaestiones quae hic occurrunt ad hoc problema 
generale revocare licet. 


Si y fuerit functio quaecunque ipsius x, irideque definia- 
tur valor cujuspiam formulae integralis datae f/'Z 0x, denotante. 
Z expressionem. ex ipsis quantitatibus x: et y earumque differentia- 
lium rationibus utcunque compositam, quaestio est, si loco illius 
functionis g alia quaecunque illi proxima seu infinite parum tan- 
tum ab ea discrepans adhibeatur, quanto majorem minoremve va 
lorem, tum eadem formula integralis f Z à x sit consecutura. 

] 

$33, At quia hoc modo ista quaestio enunciata mi- 

mis videri posset abstracta, eam more soluto ad geometriam re- 
Fis.15 vocemus. Sit igitur super axe A P proposita curva quaecunque 
AM, aequatione inter abscissam À P — x et applicatam P M — 

, expressa, pro qua definiri oporteat valorem formulae, cujuspiam in- 
tegralis. /Z Ox, qui sit — W, quo posito consideretur alia curva 
quaecunque a jk infnite parum a data discrepans, ac si pro hac 
curva iidem definiatur valor formulae //Z O0 z, quaeritur, quantum 
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iste valor a praecedente sit discrepaturus: evidens enim est, hoc 
discrimen praebere ipsam variationem quantitatis W, quam supra 
epe calculi variationum' exhibuimus, 


$. 34. Quo haec adhuc clariora evadant, exemplum quod- 
piam proferamus, quo proposita curva À M ejusque axe A P tan- 
quam verticali considerato, quaeritur tempus quo corpus ex puncto 
A super hac curva À M descendens usque ad punctum M per- 
üngit Jam quia celeritas corporis in M est ut y/ A P z— y x, 
et ipsum curvae elementum — 2 z y/ (1 --p p), posito scilicet 
Oy —p0O x ut in solutione generali est praeceptum, erit tem- 
pus per elementum Mm-z* kn? P). unde formulà integralis 


"ZO x pro Noc casu abit in /O x Yexenm, ita ut habeat r 
P u 


L—Y RD quare nunc tempus erit definiendum, quo corpus 


super curva quacunque proxima & jX descendens ab à usque ad p. 
perveniet, ubi discrimen dabit ipsam variationem formulae f 0x 
Ye] PD P) huic casui convenientem, 


$. 35. Quoniam hic formula integralis consideranda venit, 
ante omnia dispiciendum est, quomode eam determinari oporteat. 
In exemplo quidem allato, manifestum est formulae f 3zY ORB 
integrale ita capi debere, ut evanescat posito x: — 0, unde etiam 
in genere intelligitur, semper pro integratione formulaee ^ Z Q f, 
certum aliquem terminum veluti punctum À, tenquam principium 
integrationis statui, atque integrale /^Z Ox evanescere debere po- 
Sito ax ——- 0, vel si forte circumstantiae aliter fuerint conmparatae, 


"tribuendo ipsi z valorem quempiam datum, deinde vero initio con- 


stituto, valor formulae /^Z 0 x — W absciesae A P — x respondebit. « 


! 
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$. 36. Mis circa formulam integralem /'Z Q xz obser- 
vatis, videamus, quamnam ideam nobis de curvis illis proximis 
& M. formare debeamus.  Ác primo quidem patet, has curvas con- 
tinuo quodam tractu ductas esse debere, ita ut in iis nusquam an- 
guli elive saltus deprehendantur; hoc solo notato, perinde est 
sive istae curvae lege quapiam continuitatis vel aequatione quapiam 
contineantur, sive sint adeo discontinuae, quasi libero manus motu 
ductae ! 


$. 37. Hujusmodi lineae curvae commodissime sequenti 
Todo formatae menti repraesentari possunt.  Ducatur scilicet pro 
lubitu linea curva quaecunque B N eidem abscissae A P imminens, 
ac ductis ad singula axis puncta X applicatis X Y V singüla in- 
tervalla Y V in ratione finiti ad infinite parvum secentur in v, ita 
ut Y v sit quasi pars infinitesima intervali Y V. Hoc enim modo 
curva a& yu. obünebitur a curva proposita A M in ominibus punctis 
infinite parum dissita, qualem ad institutum nostrum requirimus. 
Praeterea tamen notandum est, in curva illa arbitraria B N nusquam 
tangentem ad axem A.P mormalem esse debere, quia hoe modo 
divisio illorum intervallrum turbaretur. Atque nunc evidens est, 
non solum intervala Y v esse inünite parva, sed^etiam tangentes 
in punctis Y et v infinite parum E parallelismo deficere. 


Explicatio partis primae in variatione. 
. $. 38. His circa ipsam quaestionis propositionem  an- 
notatis, contemplemur nunc accuratius quoque solutionem — eu- 
pra imventam, ejusque singulas partes, ut quid quaelibet earum 
innuat et ad quemnam usum sit transferenda perspicue intélli- 
gamus; solutionem autem in $. 14. datam hic contemplabimur. 
Statim igitur consideremus primam  variationis ibi inventae par- 


^ 
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tem, quae hac formula integrali continetur 


) " 

2t/22 IN — 22) 4 G2) — 92) - (25) — ete], 
cujus integratio ' ita capi 'debet, ut in ipso termino initiali A 
evanescat, qua conditione coristans arbitraria determinatur, quod 
$i ergo in singulis punctis X Y haec formula applicata intelligatur, 
aggregatum omnium istarum formularum elementarium ab initio A 
usque ad terminum M extensum praebebit primam ' partem. varia- 
'tionis quaeeitae, atque hic quidem in figura perspicuum est, spatio- 
Wm Y » exprimere incrementum applicatae gj a sola variabili £ ori- 
undum, Ka ut it Y» —2:(02)*.— ^ . 
. Y 39. Haec igitur prima pars variations involvit om- 
nia spatiola Y v intra terminos A'et M contenta, quae quum in 
infinitum variari possint, atque adeo a positivis ad negativa trans- 
ire queant, maximae variationes hic locum habere possunt. Verum 
tamen unicus casus .lync debet excipi, quo curva A M ita est com- 
parata, ut sit ] . t 

z 
o tzN—9332.— $a sc ete 

tum enim utcunque curvae proximae fuerint comparatae, ista pars 
prima. variationis, semper .in nihilum abit. Neque deviatio curva- 
rum próximarum aj a principali A M -intra terminos A et M quic- 
quam ad variationem confert; ex quo haec curva respectu for- 
mulae integralis /z)sx imprimis est memorabilis, quandoquidem 
in ea haec formula integralis vel maximum vel minimum obtinet 
valorem. : 


Explicatio partis secundae in variatione. 


$. 40. Progrediamur nunc ad secundam partem variationis 
Supra inventae, quae "t 7 


ay 33^. Ps 
aS )(P— aS sc te) 
Vol. IV. 11 
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Circa quam primum observo, quoniam ea ad terminum M refertur, 
per integrationem rite institutam insuper adjici debere similem ex- 
pressionem ad terminum priorem. A relatam, st veró signo con- 
trario affectam, id quod ideo est necessarium, ut facto x — 0, 
etiam haec expressio penitus tollatur. Refertur autem ista pars 


at (2) (p— 32 raa — etc) 
unice ad ultimum terminum M, ubi 2t ipsum spatiolum M ju - 
exprimit, similique modo in alteram partem' pro initio A spatiolum, 
A « ingredietur. , Hiüé patet si omnes éurvae proximae a M. per 


ipsos ambos terminos À et M ducantur tum variationem secundae 
partis in nihilum abire. 


$. 41.  Consideremus autem casum, quo curva proxima 
«y. per primum quidem terminum A transit non vero quoque per 
alterum M, sed: sit punctum M ejus terminus, atque variatio ex 
Secunda parte mata erit . 

Li 

Mj (P—22-- 537 — ete) 
Atque hinc etiam definire poterimus variationem ex eodem fonte 
oriundam, si curva proxima AL, non in ipso puncto jM. sed alio 
quocunque ( terminetur, existente semper intervallo q. « infinite 
parvo.  Ducta enim applicata « 7p, vatiatio modo inventa' insu- 
per augeri debet particula formulae /Z Ox, qüaé elemento Pp-ózx 
respondet, quae particula quum sit —Z.P p, pro arcu curvae pro- 
ximae A erit variatio ex secunda parte oriunda 


'"Mk(P—32 9 395 — ete) H- Z P p. 


f. 42. Ducatur recta M a, et quaeramus angulum o M m, 
quem haec recta M « cum 'eurva principali constituit, ponatur 





/ 
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» , . : 
jste angulusg M m — u, et ducta MO ipsi P'p parallela, quia 
est proxime m à — M y. et anguli m M o tangens — p, ideoque 
om-—cp.Pp, habebitur Og — M y. -- p. Pp, unde fit 

tang. 9 Mo — p 


. atque hinc colligitur t SC 


Mu 
aM m — tang. 9 —yzücpL- P 


Serverhus nunc in calculo hunc ipsum angulum Q atque hinc ha-. 


bebimus spatiolum 


P p(t-- pp)tang. v 
i—ptang.o  ? 


quo valore substituto variatio pro aróu 4 Q erit 
' 13-pp)t 99R C 
Pp[Z 4- PE m, (P— 39.291 à — ete)].. 


1— ptang. o 


My — 





. $. 43. Nunc operae pretium erit eum angulum « de- 
finire, ut ista variatio in nihilura abeat, id quod evéniet, $i 'ca- 
piatur 

Z D 
T ILC 02 P—H2IGEE T 
pL—(--pp)(? —53 4-295 — ec) 
quare hoc angulo ita constituto pro omnibus lineis proximis ubi- 
cunque in recta M g terminatis variatio: ex secunda parte oriunda 
evahescet. . Hic, casus prae caeteris omnino notatu dignas consi- 


derari meretur, quo recta M « fit ad curvam principalem in puncto 
M normalis, quod evenit, si fert 


pz—(1 --pp)(P— 23 -22R— — ete) — 0, 


qua aequatione certa conditio ipsia formulae integralis / Zàz sive 
indoles expressionis Z definitur, 


tang. 9 — 


$. 44. Non igitur pigebit in talem expressionem Z in- 
quisivisse, ac primo quidem patet eam praeter coordinatas retyg 


; : LEE 
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etiam quantitatem p involvere debere.  Sumamus autem praeterea 
in Z non ingredi litteras q, r, etc. ita ut sic Q — 0, R Z— 0, ac 


. nostra aequatio resolvenda erit 


pZz(1-pp)?, 
ubi notandum est esse 
Q0Z-—M0z--N29y--POp, 


quare si ambae coordinatae x et y tanquam constantes. tracten- 
tur, erit *. 


0Z —POp, ideoque Pj N 


quo valore ibi introducto haec prodibi aequatio 
32... pàp . - 
uzc— 1-rpp? 

quae integrata dat . 
1. Z2 —4.y (1 2-pp) 2-1. C, 

quae constans functio quaecunque ipsarum x et jy esse potest, talis 

functio sit V, atqui. habebimus 


Z-—Yy(1-pp) 
ideoque formula integralis . 


fYàsy(0- epp) 7 
Hujus formulae significatum satis eleganter per tempus, quo corpus 
quodpiam per curvam A M promovetur exprimi potest. Si enim 
celeritas in puncto M, fuerit — $, hoc est, si celeritas in singulis 
punctis proportionalis fuerit functoni cuicunque binarum variabilium 
£x et y, tum - 


YOsy (1--pp) 
exprimit elementum temporis, ideoque formula 


FÁYVàzx y (12-pp) 
totum tempus quo corpus ab À ad M pervenit 
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Explicatio partis tertiae in variatione. 


$. 45. Quod ad tertiam partem variationis attinet, scilicet 


26 32 (01-223 — ee) 4 


ea locum non habet, nisi expressio Z etiam differentialia secundi 
gradus involvat, quod quidem rarissime usu venire solet. Hic au- 
tem observandum est, quoniam Mg c:(25) fore pro sequenti 


elemento . . 
mat) toc Gz3; , 


unde colligitur 


^ 93» mens — Me—Myu 
! ot (3239 — 79s — Pp 5 


.hac autem formula exprimitur declinatio directionis j&. & a direc- 
tione M m, quae quidem, ut jam ante observavimus, Semper est 
quam minima, 


$. 46. Quodsi ergo tangens in g perfecte fuerit paral- 
lela tangenti in M, quod evenit, si etiam in curva generatrice 
B N, tangens ad N huic fuerit. parallela, tum variatio ex tertia 
parte oriunda prorsus evanescit, quod etiamr de. termino initiali A 
'est intelligendum, si tangentes in À et. B inter.se fuerint parallelae: 
atque hinc jam perspicitur, ut variationes ex qifarta parte oriundae 
evanescant, necesse esse, ut praeterea etiam radii osculi in punctis 
: M et qj. fiant. aequales. 


$. 4T. Atque ex his jam satis perspicuum est, varia- 
tiones ex secunda parte oriundas evanescere, si omnes curvae 
proximae a4 j. per utrumque terminum M et A ducantur. Dein- 
de vero insuper etiam variationes tertiae partis, si omnes cur« 
vae proximae simul in utroque termino A et M cum curva princi- 
pali A M communes habeat tangentes. Praeterea vero quoque vá- 
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riationes quartae párüs in nihilum abire, si omnes curvae proxi- 
mae in terminis À et M insuper ratione curvaturae cum curva 
principali conveniant. Hic autem probe memirisse juvabit, va- 
riationes tertiae partis per se evanescere, si modo quantitas Z non 
differentialia secundi gradus involvat; quartae vero perio semper 
evanescere nisi differentialia tertii gradus in quantitatem Z ingre- 
, diantur, et ita porro. Unde quum initio ostenderimus, quomodo 
' variatio primae "partis ad nihilum sit redigenda, nunc eqidenissime 
intelligimus sub quibusnam condiüonibus, omnes variationis partes 
'simul evanescant. 


Dilucidationes circa curvas maximi, minimive 
; proprietate praeditas, 


'  & A48. Si formula integralis /^ Z Ó x in curva quaesita 
debeat esse vel maximum vel minimum , jam sapra ' ostendimus, 
posito : 

QZ— Mz --N2g--?3p--Qq-- RO r-- ec. 
naturam hujus cut hac exprimi aequatione 
-— —3! EL - 35 d- ete. - 

"quae aequatio nisi quantitates P, Q, R evanescant, vel sint con- 
. stantes, semper 'est.differentialis vel secundi, vel quarti, vel sexti, 
aliusve gradus paris. Hic ergo statim memoratu dignum occurrit 
quod ista aequatio nunquam vel simpliciter differentialis, vel tertii, 
vel quinti, aliusve "gradus imparis evadat, id quod mox clarius 
, exponemus. 


$. 49. ' Quaestiones ergo huc pertinentes sponte in varias 
dividuntur classes, pro gradu differentialium, ad quem aequatio- 
ne$ exsurgunt, quandoquidem ab hoc gradu natura solutionis ma- 
Xime pendet, propterea quod ea semper totidem constantes arbi- 
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trarias involvit. — Ad. primam ergo classem referimus «cos casus 
quibus aequatio pro maximo vel minimo inventa prorsus est finita. 
Ad secundam autem classem éos, quibus haec aequatio fit diffe- 
rentialis secundi gradus, ad tertiam eos, quibus aequatio ad quar- 
tum gradum ascendit et ita porro, quas singulas classes ordine . 
describamus. 

Classis L 


$. 60. Ad solutionem ergo primae classis formula Zàüx 
statim perducit, quando expressio Z tantum fer coordinatas zx 


et y exclusis omnium differentialium rationibus determinatur, quia 


enim hoc casu, simpliciter fit 0 Z — MO x-- NO g, sequatio pro 
curva maximi vel minimi erit N — 0, quae ergo aequatio omnino 
est determinata, atque adeo éurva satisfaciens unica in suo ge- 
nere. Veluti &i quaeratur linea, in qua valor formulae f O x 
(2zy — y y) fiat maximus vel minimus, ob Z—22y—yy, 
ideoque N — 2 (z — 9). aequatio quáesita erit x — y — o, seu 
linea quaesita erit recta ad axem angulo semirecto inclinata, pro 
qua ergo valor formulae propositae integralis est E » qui utfque 
TWnor est, quam si ulla alia linea curva sumeretur pro eadem 
Scilicet, abscissa. tos 


$. 51. His autem casibus. prima classis, nondum exhauxi- 
tur, sed dantur adhuc alii perinde ad aequationes finitas ducentes, 
nd quod ostendendum, sit 3 functio quaecunque ipsarum z et y 
atque 9 8 —392xr--9t0 y, jamque ponatur Z — 8p, eritque. 
M-70p; N —3tp; P —8, quare ut formula /Zàz fat ma- 


ximum vel minimum, aequatio reperitur . 


o—m5—i-masp-s-tilcg. 


'quae itidem est aequatio finita. Quod quidem etiam statim prae- 4 


videre licuisset, quum enim sit p à x —O y, haec formula integra- 
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lis /0 y a praecedente /Z à z alite non differt, nisi quod coor- 
dinatae z et.g sint permntatae, unde quod de priore erat afüirma- 
itum, etiam de posteriore valet. / 


Hinc natura primae classis adhuc generalius ita describi 
potest, ut ea complectatur omnes formulas integrales hujusmodi 
f ( --8p)05, ubi litterae Z et 9 denotant functiones quas- 
cunque ipsarum z et y, tum enim aequatio pro curva maximi 


vel minimi erit, 0 —— 9t — $t, quae est aequatio omnino dc- 
terminata. 


Classis II. 


$&. 52. Ad classem secundam referimus eas formulas in- 
tegrales /Z à z, quae deducunt ad aequationem differentialem se- 
cundi gradus, huc ergo primo pertinent casus, quibus Z tantum ex 
litteris z, y et p componitur, ita ut sit 

—MOoz--NOy--POp, . 

unde quidem casum posteriorem primae classis excipere oportet, 
quippe quod evenit, si P fuerit functio tantum ipsarum z et gy, 
ita ut pro praesenti casu quantitas P praeter z et g.etiam litte- 
ram p complecti debeat. Tum autem aequatio pro curva quaesita 
erit 0 — N — 2. ubi quum P involvat p, ideoque E. formula A 
cóntinebit differentialia secundi gradus, haec ergo aequatio neuti- 
düam est determinata, quum duas adeo constantes arbitrarias re- 
cipiat, quibus effici potest, ut curva per data duo- puncta transeat, 
atque adeo quaestiones hujus classis ita accuratius sunt definiendae, 
ut curvae investgentur, quae non inter omnes plane curvas, sed 
inter eas tantum, quae per eadem duo puncta ducuntur, praáe- 
scripta maximi minimive proprietate gaudeant; semper autem quae- 


stones hujus classis ita sunt comparatae, ut per naturam suam hanc 
resirictionem 'postulent. 
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$. 53. Praeterea. vero etiam ad secundam classem re- 
ferri oportet casus, quibus Z — $2.g existente $ functione qua- 
cunque ipsarum z, 9 ét p, 8i enim fuerit 

208— 92z--310y-- 90p, 
habebimus 

M-3; N—9»g P—$q4 e0— 8; 
quare quum aequatio pro eurva sit 

9—N— i-e sive 0 N—y3. e—39, 
formula haec P— Rd abit in 

$q—32335—954,—9m —9*p—9g——9m 3p, 
unde aequatio nost evadet 

0 — N-- L0 (8 -- p) — 2 ? q-- 99 p 99, 
quae manifesto tantum differentialia secundi gradus continet. Genera- 
lius ergo adhuc si formula integralis proposita fuerit / (Z-- 39) 9x, 


ubi Z et S quomodocunque ex quantitatibus. x, y et p sint com-. 
positae, aequatio d curva quacsite erit . 


— am 
o—N—3*.-29t q-- 59 p?*, 


sive etiam 
0—N0x—2P--29010p--098 --p 29, 


quae manifesto tantum est differentialis secundi gradus. ^ 


Classis III. 


$. 54. At si quantitas Z ita ex litteris 2, y, p etg. 
fuerit composita ut posito . 
QZ—M MÀz--NOg--P2p--Q2g, 
etiam quantitas OQ involvat literam q, tum hujusmodi casus ad - 
"tertiam classem erunt referendi, et cum aequatio pro curva quae- 
Yol. IV. ] 78 





Fs. 45. 
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sit reperiatur 
o—N-2 3» 330 2330 


. FF XJ 
evidens est terminu $26; 


aequatio finita pro curva implicabit quatuor constantes arbitrarias, 
quibus ergo effici potest, ut curva desiderata non solum per datos 
duos terminos transeat, sed etiam ejus tangentes in utroque ter- 
mino datam obtineant positionem, in qua quadruplici determinatione 
matura quaestionum ad hanc classem pertinentium continetur et ac- 
curatissime perspicitur, 


$. 55. Reliquis casibus ad hane classem pertinentibus 
non immoror, verum potius illustrationis. caussa insigne adferam 
exemplum, quo curvae clasticae investigari solent. — Scilicet si 
littera e denotet radium osculi curvae quaesitae in puncto M, 
Omnes hae curvae hac gaudent proprietate, ^ut in iis haec formula 


unde 











P rm Sit minimum, ideoque habeatur Z zr, cum vero sit 
"n 
1o - 
c ES, habebimus z——H—. unde fit 
Gr 
M-o, N—0, PII et Qt. 
G pp) pp) 
quare cum ob N —0 aequatio pro curvis quaesitis sit 
o L3? Q 229 
—T-7392 | 02? 
ejus integrale statim "praebet 
rj 
p— 33 -—A, 


quae adhue est differentialis terüi gradus. 


$. 56. Verum haec aequatio adhuc in genere integrari 
potest, maultiplicetur enim per q Ó z — Op, ut habeatur haec 
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aequatio P 9 p — q 0 Q— & 0 q, quum vero sit Q9Z—P2p 
— Qàq, erit POpzca Z— QOq, quo valore substituto ac 
quatio resultat haec 0 Z — QO p —q0 Q— Ap, eujus in- 
tegrale manifesto est Z — Q g — A p-i- B; | nunc igitur pro Z 
et Q valores supra dati substituantur, atque nanciscemur sequen- 
tem aequationem t 


—423 ;—AÀp-B, 
Up) 


mutatis igitur signis constantium colligemus 





5 
q q — (A p 9- B) (1 4- p py, ideoque 


q—(t -- pp) (Ap -- B) 532, 


sicque concludimus 


2p 
(4 2-p py (A p -- B) 





oz " 


hincque porro 
— pap 
94————À o 
G-eppyy( PB) . . 


quibus duabus aequationibus, constructio curvae absolvitur. 


$. 57. Cum olim. haec methodus maximorum et minimo- 
rum iractari est coepta, non solum ejusmodi curvae sunt investi- 
gatae, in quibus formula quaepiam integralis / Z Ó x esset vel ma- 
ximum vel minimum; sed etiam ejusmodi quaestiones proponebantur, 
ut non inter ommes plane curvas, sed inter eas tantum, quae ha- 
beant eandem longitudinem ea quaeratur, in qua ila formula fiat 
maxima vel minima, ex. quo ipso casu nomen problematis Isoperi- 
metrici est natum; hoc autem nomen non impedivit, quo minus ejusmodi 
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quaestiones 'generaliores proponerentur, ut inter omnes eas curvas 
quibus valor.cettae' cujuspiam formulae integralis / V O x^ aeque 
conveniat, ea definitur in qua formula / Z O z. maximum mini- 
mumve soPtiatur valorem, quin etiam conditiones adhuc fuerunt mul. 
tiplicatae in hunc modum, ut tantum inter omnes eas eurvas, qui- 
bus non solum formula fV O z, sed etiam hae quotcunque /'Y'Oz, 

f V/ü'z,.etc. aequaliter competant, ea defniatur in qua / ZO 
' sit maximurn vel minimum, ejusmodi problemata tum temporis sum- 
mopere. ardua sunt visa. Postquam vero in tractatu meo de hoc 
srgumehto ostendissem, hujusmodi problemata semper reduci posse 
ad hoe problema. simplex, quo inter omnes plane lineas, ea inves- 
tgetur, in qua haec formula integralis 

JO x (Z -i- a V a- 8 V 2 vy Y 4 éte:) : 

fiat maximum vel minimum, hujus generis problemata nullam am-' 
plius .habent. difücultatem. 





Gaeulas Jategralis Jom. IF. Zub. . 
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